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1 Etwas algebraische Geometrie
1.1 Die Zariski-Topologie

1.1.1 Nullstellen und Ideale

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei
Vv =kM

Die Elemente der Polynom-Algebra

S = K[T .. T ]

(abkuirzend schreiben wir k[T]) konnen als Funktionen auf V mit Werten in k aufgefal3t
werdern,

f: V—k

Wir sagen v € V ist eine Nullstelle von f, wenn f(v) = 0 gilt, und wir sagen v € V ist
eine Nullstelle einer Menge

M C K[T],
wenn gilt
f(v) =0 fur jedes f € M.

Die Menge aller Nullstellen einer Menge MC k[T] wird mit
VM)

bezeichnet. Ist M = {fl,...,fm} endlich, so schreiben wir auch
V(fl”"’fm) = V({fl,...,fm}).
Fur jede Menge X C V bezeichne

I(X) :={f€K[T] | f(v) =0 fur jedes v € X}

die Menge der Polynome von k[T], welche in allen Punkten von X eine Nullstelle
besitzen. Die Menge 1(X) ist ein Ideal von k[T] und heif3t Ideal der Menge X.

Fur jedes Ideal I von k[T] ist die Menge '
\ﬁ :={f €K[T] | es gibt eine naturliche Zahl i mit fle I}



ein Ideal von k[T] und heifit Radikal von I (genauer Nil-Radikal von I). Ein Ideal I mit I
= /T heift radikales Ideal.

Bemerkungen
(i) Seien M C K[T] eine Menge von Polynomen und

I'= (M)-k[T] = { p,f +..+p of | pEKIT], £EL r=123, ..}

das von M erzeugte Ideal. Dann gilt
VM) = V().

Bei der Betrachtung einer Nullstellen-Menge V(M) konnen wir deshalb bei
Bedarf stets annehmen, da3 M ein Ideal ist.

(i)  Fur jedes Ideal I C k[T] gilt V(I) =' VWD).

(iii) Fur jede Teilmenge X C K gilt I(X) =2 ‘\/I(X)

(iv) Die grundlegenden Siatze im Kontext von Polynom-Idealen sind der Basis-Satz
und der Nullstellensatz von Hilbert. Das Basis-Satz sagt aus, jedes Ideal von k[T]
besitzt ein endliches Erzeugendensystem, d.h. der Ring k[T] ist noethersch. Der
Grundkorper k mufl dabei nicht algebraisch abgeschlossen sein.

(v)  Wir werden den Hilbertschen Nullstellensatz in zwei verschiedenen dquivalenten
Formulierungen benotiten.

Beweise fur den Hilbertschen Basis-Satz und den Hilbertschen Nullstellensatz
findet man in jedem der folgenden Biicher.

Waerden, B.L. van der: Algebra I+II, Springer, Berlin 1936 (9. Auflage 1993).
Jacobson, N.: Algebra I+I1, Dover Publications, Mineola, N.Y., 1989.

Lang, S.: Algebra, Addison-Wesley, Reading, Mass., 1965.

Matsumura, H.: Commutative ring theory’, Cambridge University Press, 1986.
Zariski, O., Samuel, P.: Commutative algebra I+II, Springer, New York 1958.

Fruhe Auflagen des Buchs von van der Waerden heilen “Moderne Algebra”. Die
Auflagen weichen wenig voneinander ab. Wenn in einem Algebra-Lehrbuch ein
Satz nicht bewiesen wird, so findet man meistens einen Beweis bei van der
Waerden. Das Buch ist nicht so streng in ein Satz-Beweis-Bemerkung-Schema
gegliedert wie moderne Lehrbuicher, sondern hat einen erzahlenden Grundton.
Zitate sind deshalb schwieriger. Andernfalls wére es wahrscheinlich noch heute
das Standard-Werk zur Algebra (zusammen mit dem Buch von Jacobson).

1.1.2 Hilbertscher Nullstellensatz

(i)  Fur jedes Ideal I C k[T] sind die beiden folgenden Aussagen Aquivalent.
a) I ist ein echtes Ideal von k[T], d.h. I # k[T].

''Wegen I C ‘\/i gilt V(I) 2 V('\ﬁ). Seipe V() und f € ‘\/i Dann liegt eine Potenz von f in I, sagen wir fi
€I, und es gilt f(p)i =0, also f(p) = 0. Da dies fur jedes f € '\/i der Fall ist, folgt p € V(\ﬁ). Wir haben
gezeigt, es gilt auch V(I) C V('\/i).

? Trivialerweise gilt [(X) C ‘\/TX) Seife ‘\/TX) Dann liegt eine Potenz von f in I(X), sagen wir fi

€I(X). Das bedeutet aber f(p)i =0 fur jedes p € X. Dann gilt aber auch f(p) = 0 fur jedes p € X, d.h.

fel(X). Wir haben gezeigt, es gilt auch V I(X) C I(X).
3 Theorem 3.3 bzw. Theorem 5.4.



b) V() # &.
(i) Fur jedes Ideal I C K[T] gilt (V1)) = ‘\ﬁ

Mit anderen Worten: ist f € k[T] in allen Punkten von V(I) gleich Null, so liegt
eine Potenz von f in I (die Umkehrung gilt trivialerweise).

Beweis der Aquivalenz der beiden Aussagen. (i) = (i1).Sei f € k[T] in allen Punkten
von V(I) gleich Null. Wir fuhren eine zusatzliche Unbestimmte Tn+1 ein, verwenden

die Bezeichnung

T’ fur Tl""’Tn+1

und betrachten die Elemente von I als Polynome von k[T’]. Das Polynom
F(T) := f(T)-Tn_'_1 -1

ist in allen Punkten von kn*1 gleich Eins, in welchen die Polynome von I gleich Null
sind. Die Nullstellenmenge des Ideals
I’ := Ik[T’] + Fek[T’]
von k[ T’] ist deshalb leer. Nach (i) ist
I =k[T’].
Insbesondere liegt das Einselement in I’, d.h. es gilt

1= p,(T)+£(T) + p(T")+F(T")
1

fur geeignete gewahlte Polynome p;> P €Kk[T’] und ’fi € 1. Wir setzen Tn+1 = % , d.h.

wir wenden den k-Algebra-Homomorphismus
KT — kD), u(T,..T ) p(T ... T . 1),
an und erhalten
1=3 pi(T, l/f)-fi(T).

i
Dies ist eine Relation im Quotientenkorper k(T) von k[T]. Durch Multiplikation mit

einer hinreichend hohen Potenz von f, sagen wir mit S, erhalten wir eine Relation in
k[T]:

S _ oSV
> = % (p,(T, 1/D)=£)+f.(T)

Genauer wir wihlen s so grof3, da3 das Produkt pi(T, 1/f)fS in k[T] lieft fur jedes 1.

Weil die fi in I liegen, folgt f5€I.

(i) = _(i). a) = b). Angenommen, b) ist falsch. Dann gilt V(I) = &. Die konstante
Funktion 1 € k[T] ist dann in allen Punkten von V(I) gleich Null. Nach (ii) liegt eine
Potenz von 1 in I. Es folgt 1 € I und damit I = k[T], d.h. a) ist falsch.

b) = a). Angenommen a) ist falsch. Dann gilt I =k[T], also 1 €1, also V(I) = &, d.h.

b) ist falsch.
QED.

1.1.3 Die Zariski-Topologie auf V = k"
Die Abbildung



{Ideale von k[T] } — {Teilmengen von V}, I i V(I),
hat die folgenden Eigenschaften.

(@  V{0Y) =k", VK[T]) = 2.
b I1CT= VO DVAI).

(©) VAN DH=VIDH=vD U VQ).
(d) Fur jede Familie {Ia}a cp Von Idealen von k[T] gilt

V2 Ioc )= mOLEA V(I(x)'
aEA
Beweis. Zu (a). Das einzige Element des Null-Ideals {0} ist gleich Null in allen

Punkten von k™, d.h. es besteht die erste Identitit. Wegen 1 € k[T] und weil 1 als

Funktion von k™ in keinem Punkt gleich Null ist, besteht auch die zweite Identitét.

Zu (b). Sei p € V(J) und f € 1. Dann gilt auch f € J, also f(p) = 0. Da dies fur jedes f
€ I gilt, liegt p in V(I). Wir haben gezeigt, V(J) C V(I).
Zu (¢c). Wegen I D 1()J,J D 1()J und I(")J 2D 1] gilt nach (b)
VIOUVI) © VI & vde.

Sei jetzt p € V(I+J). Es reicht zu zeigen, p € V(DIUJV(Q). Falls p € V() gilt, ist dies
der Fall. Sei also

p & VD).
Dann gibt es ein f&I mit

f(p) # 0.
Fur jedes g € J gilt feg € 1], also 0 = (feg)(p) = f(p)+g(p). Wegen f(p) #= 0, folgt g(p)
= 0. Wir haben gezeigt g(p) = 0 fur jedes g € J, d.h. es ist p € V(J). Damit liegt p auch
in diesem Fall in V(DUJVQ).

Zu (d). Wegen (b)und I, C Ii= Y Ia gilt V(I) C V(1)) fur jedes B, also

oEA
VD SN ey VA,

p p

Wir haben noch die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei p € V(Ioc) fur jedes o.Wir
haben zu zeigen, p € V(I), d.h.

f(p)=0furjedesfE€l= Y Ioc'
aEA
Fur f € I hat f die Gestalt

f=f +..+f mitf &1 furjedesi.
ocl ar oni oci
Nach Voraussetzung liegt p in jedem V(I(x)' Insbesondere gilt fa (p) = 0 fur jedes i,
1
also f(p) = 0.
QED.



Bemerkung
Aus (a), (¢) und (d) folgt, da Mengen der Gestalt V(I) die abgeschlossenen Mengen
einer Topologie von V sind. Diesse Topologie heiflt Zariski-Topologie von V. Die auf

einer Teilmenge X C V induzierte Topologie heiRt Zariski-Topologie von X. Die
abgeschlossenen Mengen von V heiflen algebraische Mengen.

1.1.4 Aufgaben

(1)* Die algebraischen Mengen von V = k sind neben k und der leeren Menge gerade
die endlichen Teilmengen von k.

(2)° Die AbschlieBung von X C V in der Zariski-Topologie ist gleich V(I(X)).
(3)° Die Abbildung
{Zariski-abgeschlossene Teilmengen von k™} —s { radikale Ideale von k[T]}

* Jedes von 0 verschiedene Polynom hat hochstens endlich viele Nullstellen.

> Die AbschlieBung X von X ist definiert als Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, welche die
Mange X enthalten. Deshalb gilt

X =N {VAM) IM C k[T] und X C V(M)}
= {VM) I M C Kk[T] und jedes fEM ist O in allen p € X }
=M {VM) IM C k[T] und jedes fEM liegt in I(X) }
=N{VIM) IMCI(X) }
Die Menge der M C I(X) hat ein maximales Element, namlich M = I(X). Fur alle anderen M gilt
V(I(X)) & V(M). Man kann sie also bei der Durchschnittsbildung weglassen. Damit gilt
X =V{IA(X)).

® Es gilt (1). Seien I und J zwei Ideale von k[X] mit V(I) & V(J). Fur f € J ist dann f identisch Null
auf V(J), also erst recht auf V(I). Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz liegt eine Potenz von f in 1.
Wir haben gezeigt ] & ‘\ﬁ Dann gilt aber auch ‘\/} - ‘\/i

Seien jetzt [ und J zwei Ideale von von k[X] mit ‘\/} (- ‘\/i Fur
x € V()

gilt nach Bemerkung 1.1.1 (ii) auch
X S V(‘\ﬁ)

vy (wegen VI C V)

=V(Q) (nach Bemerkung 1.1.1 (ii)).
Damit ist (1) bewiesen.
Die Abbildung ist surjektiv. Sei I ein radikales Ideal von k[T]. Weil X = V(I) abgeschlossen ist, gilt
nach (2)

V(@) = VIX)).

Vi=Vix)
Nun ist I(X) ein radikales Ideal (nach Bemerkung 1.1.1 (iii)) und dasselbe gilt fur 1 (nach
Voraussetzung). Also gilt

Auf Grund der Aquivalentz (1) folgt

1=1(X).

Die Abbildung ist injektiv. Seien X und Y zwei Zariski-abgeschlossene Mengen mit I(X) = I(Y). Dann
gilt

VX)) = VA(Y)).
Nach Aufgabe (2) sind die AbschlieBungen von X und Y gleich. Weil X und Y abgeschlossen sein
sollen, folgt X =Y.



X I(X)
ist bijektiv. Fur je zwei Ideale I und J von k[T] gilt
VO S VA & VI TV (1)

(4)" Die Euklidische Topologie des C™ ist “feiner’ als die Zariski-Topologie (hat mehr
abgeschlossene Mengen).

7 Jede Zariski-abgeschlossene Menge V(I) ist als Nullstellenmenge von Polynomen abgeschlossen in
der gewohnlichen Topologie.

Umgekehrt gibt es abgeschlossene Mengen der gewohnlichen Topologie, die nicht abgeschlossen in der
Zariski-Topologie sind. Zum Beweis wiahlen wir eine Mengen M mit:

M echt enthalten in C, abgeschlossen in der gewohnlichen Topologie und unendlich,
zum Beispiel

M:=[0,11CRCC.

Jede Polynom, welches O ist in allen Punkten von M, ist identisch Null, d.h.
M=C = M.
Insbesondere ist M nicht abgegeschlossen in der Zariski-Topologie. Die Behauptung gilt also furn = 1.

Sei
n
pC —C

die Projektion auf die erste Koordinate. Dann ist p_l(M) abgeschlossen in der gewohnlichen Topologie
(weil p stetig ist). Es reicht zu zeigen,

plovy = ™.

Sei f(T) = 2 a_(Tz,...,T )-Tl1 identisch Null auf p_l(M). Es reicht zu zeigen, daf} f uberall identisch Null
i n

i

ist (denn dann gilt I(p™  (M))= {0}, also p” (M) = V(I(p~ ' M)))= CM). Fur festgewihlte Xy x € C
n

und x € M beliebig gilt

0=f(x,x_, .., = .
(x, X xn) Eal(x

i
) ...,xn) X

: 2
i
Weil M unendlich ist, folgt ist f(Tl,xz, ... , X ) identisch Null, d.h. es gilt
n
yeens =0
8(X X )

fur jedes i. Da dies fur beliebige x2, s Xn € C gilt, sind die a, identisch Null. Damit ist aber auch f
i
identisch Null.

Alternativer Beweis fur die Existenz von Mengen im C", die abgeschlossen sind in der gewohnlichen
Topologie, nicht jedoch Zariski-abgeschlossen. Wie oben zeigt man Fall n=1, das Einheitsintervall
[0,1] € R C C abgeschlossen in der gewohnlichen Topologie, nicht jedoch Zariski-abgschlossen. Fur

allgemeines n kann man die Tatsache nutzen, daf} die Einschrankung einer algebraischen Menge des ct
auf eine Koordinatenachse wieder Zariki-abgschlossen ist (weil die Einschrankung eines Polynoms auf
eine Achse wieder ein Polynom ist). Deshalb ist zum Beispiel

0] CRC C= X -Achse des ctcch?

nicht Zariski-abgeschlossen im c™.



1.1.5 Eigenschaften algebraischer Mengen

Die algebraische Teilmenge X C V = k" sei mit der Zariski-Topologie versehen. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(i)  Die Topologie von X ist eine T -Topologie®, d.h. Punkte sind abgeschlossen.

1

(i) Jede Familie von abgeschlossenen Mengen von X enthilt ein minimales Element.

(iii)) Jede absteigende Folge von abgeschlossenen Mengen von X ist stationar.

(iv) Jede offene Uberdeckung von X enthalt eine endliche Teilfamilie, die ebenfalls
uberdeckt.

Beweis. Zu (i). Seien p, q € X zwei verschiedene Punkte. Dann gibt es ein i, fur

welches die i-ten Koordinaten P, und q verschieden sind. Der Punkt p; liegt dann in der

abgeschlossenen Menge
V(T.p),
der Punkt q; jedoch nicht. Die offene Menge
V- V(Tp)
ist deshalb eine offene Umgebung von 9 welche P nicht enthilt.

Zu_(iii). Auf Grund der Aussage 1.1.4 (3) ist die Behauptung aquivalent zu der
folgenden Aussage:

jede aufsteigende Folge von radikalen Idealen von k[TT] ist stationar.

Diese Aussage gilt aber - weil k[T] noethersch ist - sogar fur beliebige aufsteigende
Folgen von Idealen von k[T].

Zu_(ii). Auf Grund der Aussage 1.1.4 (3) ist die Behauptung aquivalent zu der
folgenden Aussage:

jede Familie von radikalen Idealen von k[T] enthélt ein maximales Element.

Das ist aber der Fall auf Grund der bereits bewiesenen Aussage (iii).
Zu (iv). Diese Aussage ist aquivalent zur folgenden:

(*)  jede Familie von abgeschlossenen Mengen mit leeren Durchschnitt besitzt bereit
eine endliche Teilfamilie mit leerem Durchschnitt.

Betrachten wir die zugehorige Familie der endlichen Durchschnitte der Familie von (*).

Diese besitzt nach (ii) ein minimales Element. Dieses hat die Eigenschaft, daf es in allen

Elementen der Familie (*) enhalten sein muf3 (sonst wire es nicht minimal). Deshalb

mul es aber gleich der leeren Menge sein.

QED.

Bemerkungen

(i)  Ein topologischer Raum mit der Eigenschaft (ii) heif3t noethersch.

(i)  Aus unserer Argumentation geht hervor, dafl die obigen Aussagen (ii) und (iii)
aquivalent sind.

(iii)) Ein topologischer Raum, fur welchen Aussage (iv) gilt hei3t quasi-kompakt.

1.1.6 Aufgabe

Eine abgeschlossene Teilmenge eines quasi-kompakten topologischen Raums ist quasi-
kompakt.’

¥ Fr je zwei Punkten von V hat jeder eine Umgebung, die den anderen nicht enthalt.
? Sei X quasi-kompakt und Y C X eine abgeschlossene Teilmenge. Weiter sei



1.2 Irreduzibilitat topologischer Raume

1.2.1 Definition

Sei X ein nicht-leerer topologischer Raum. Dann heifit X reduzibel, wenn X
Vereinigung von zwei echten abgeschlossenen Teilmengen ist,

X =Y U Z mit Y, Z abgeschlossen und echt enthalten in X.

Andernfalls heiBt X irreduzibel. Eine Teilmenge A C X heif}t irreduzibel, wenn sie es
beziiglich der induzierten Topologie ist.
Beispiel
Die Vereinigung von zwei verschiedenen Kreisen ist reduzibel, sagen wir

V(x2+y? - 3) U V(-1 +(y+1)% - 1).
Wir werden bald zeigen konnen, daf3 jeder der beiden Kreise irreduzibel ist (weil die
Kreisgleichung ein irreduzibles Polynom ist).

Bemerkung

Ein nicht-leerer topologischer Raum X ist genau dann irreduzibel, wenn je zwei nicht-
leere offenen Teilmengen einen nicht-leeren Durchschnitt besitzen,'” d.h. wenn jede
nicht-leere offene Teilmenge dicht liegt in X.

Beweis. Sei X irreduzibel, und seien U und V zwei nicht-leere offene Teilmengen.
Dann sind X-U und Y-V zwei echte abgeschlossene Teilmengen von X. Weil X
irreduzibel ist, kann X nicht Vereinigung von X-U und Y-V sein, d.h. es gibt einen
Punkt

p € X mitp & X-Uund p & X-V.
Deshalb gilt p € U( |V, d.h. U und V haben einen nicht-leeren Durchschnitt.

Nehmen wir jetzt umgekehrt an, je zwei nicht-leere offene Teilmengen haben einen
nicht-leeren Durchschnitt. Angenommen X ist reduzibel, sagen wir

X=YUZ

mit echten abgeschlossenen Teilmengen Y und Z von X. Dann sind

U=X-YundV=X-7Z
nicht-leere offene Teilmengen von X. Nach Voraussetzung haben sie einen nicht-leeren
Durchschnitt, d.h. es gibt einen Punkt p mit

pEX-YundpeX-Z.
Dann liegt p weder in Y noch in Z, d.h. es gilt

pEX-(YU2Z).

YCU U mitU offen in X fur jedes .
acl a a

Dann bilden die U zusammen mit X-Y eine offene Uberdeckung von X. Weil X quasi-kompakt ist,
a

gibt es eine endliche Teiluberdeckung, sagen wir

U ,..,U uberdecken zusammen mit X-Y die Menge X.
a a
1 S

Dann uberdecken U, ..., U die Menge Y.
o o
1 S

' d.h. jede nicht-leere offene Teilmenge von X liegt dicht in X.



Das steht im Widerspruch zur Annahme X = Y | Z. Dieser Widerspruch zeigt, X ist

irreduzibel.
QED.

1.2.2 Aufgabe
Ein nicht-leerer irreduzibler Hausdorff-Raum besteht aus genau einen Punkt."'

1.2.3 Eigenschaften irreduzibler Mengen

Seien X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.

(i) Folgende Aussagen sind dquivalent.
(a) A ist irreduzibel.

(b) Die AbschlieBung A ist irreduzibel.
(i) Istf: X — Y eine stetige Abbildung (topologischer Raume), so ist mit A auch
f(A) irreduzibel.
Beweis. Zu (i) (a) = (b). Angenommen, A ist reduzibel, sagen wir
A=A"UJA”

mit zwei echten abgeschlossenen Teilmengen A’ und A” von A. Wir bilden den
Durchschnitt mit A und erhalten

A=ANA) U AMA)

Die beiden Teilmengen A’( A und A”( A sind abgeschlossen in A. Weil A irreduzibel
ist, muf} eine von beiden gleich A sein, sagen wir

A=ANA.
Dann gilt aber A C A’, und weil A’ abgeschlossen ist in A, gilt auch A C A’ - im
Widerpruch zur Annahme, da3 A’ echt enthalten sein soll in A.
Zu (i) (b) = (a). Angenommen, A ist reduzibel, sagen wir

A=A UA”

mit echten Teilmengen A’ und A” von A, welche in A abgeschlossen sind. Dann gibt es
abgeschlossene Teilmengen B’ und B” von X mit

A’=A(B’und A” = A(\B".
Wegen
A=A UJUACB UB”
und weil B’ und B” abgeschlossen in X sind, folgt
ACB B,

"' Angenommen, es gibt einen irreduziblen Hausdorff-Raum X mit mindestens zwei verschiedenen
Punkten

p,q € X mit p #q.
Weil X ein Hausdorff-Raum ist, gibt es disjunkte offene Mengen
U,V C X disjunkt mitp E Uund q € V.

Damit sind

Y =X-UundZ:=X-V
echte abgeschlossene Teilmengen von X. Es gilt

YU Z=X-UUX-V)=X-(UNV).
Weil U und V disjunkt sein sollen, folgt
X=YUZ,

ein Widerspruch. Ein irreduzibler Hausdorff-Raum kann also keine zwei Punkte enthalten.
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also
A=BNA) U BNA).
Weil A irreduzibel ist, konnen nicht beide Mengen auf der rechten Seite echte
Teilmengen von A sein, sagen wir,
A=BNA,

also A C B’,also A C B’,also A = A(\B’ = A’ im Widerspruch zur Wahl von A’.
Also in A irreduzibel.
Zu (i1). Angenommen, f(A) ist reduzibel, sagen wir

f(A)=B’ |UB”
mit echten abgeschlossenen Teilmengen B’ und B” von f(A). Dann gilt aber

AC gy =r'e)Ur'®).

Weil £ stetig ist, sind die vollstandigen Urbilder auf der rechten Seite abgeschlossene
Mengen. Wegen

A= E'@NHUE BINA
und A irreduzibel, konnen nicht beide Mengen rechts echte Teilmengen von A sein,
sagen wir

A =fLBHNA.
Es folgt A C 1(B’), also f(A) € B’ im Widerspruch zur Wahl von B’. Also muf

f(A) irreduzibel sein.
QED.

1.2.4 Zerlegung in irreduzible Komponenten

Sei X ein noetherscher topologischer Raum. Dann gibt es in X nur endlich viele
maximale irreduzible Teilmengen, sagen wir
X s Xs .

Diese sind abgeschlossen und iiberdecken X,
X = Xlu"'UXs .
LaBt man ein Xi auf der rechten Seite weg, so hort das Gleichheitszeichen auf zu gelten
(falls Xi nicht mehrfach vorkommt). Insbesondere gilt
(1) Jede irreduzible Teilmenge Y von X liegt ganz in einem Xi'
(i1) Fur jede Darstellung
X = Y1 U..uJy ¢
von X als Vereinigung von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen Yi
kommen unter den Yi alle Xi vor (und die uibrigen kann man weglassen.

Beweis.Nach 1.2.3 (a) sind die maximalen irreduziblen Teilmengen von X

abgeschlossen.

1. Schritt. X ist Vereinigung von endlich vielen irreduziblen abgeschlossenen
Teilmengen.

Wir betrachten die Menge

Vereinigung von endlich vielen

abgeschlossenen irreduzibelen Teilmengen
Es reicht zu zeigen, X liegt nicht in dieser Menge. Dazu reicht es zu zeigen, diese
Menge ist leer. Angenommen sie ist es nicht. Nach 1.1.5 (ii) enthalt sie dann ein

Y ist abgeschlossen in X, aber nicht
M= {YQX }
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minimalen Element, sagen wir A. Die Menge A ist, weil sie in M liegt, reduzibel, d.h.
sie ist Vereinigung von zwei echten abgeschlossenen Teilmengen, sagen wir

A=A UA"
Wegen der Minimalititseigenschaft von A liegen A’ und A” nicht in M. Sie sind deshalb
beide Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen. Dann

gilt dasselbe aber auch fur deren Vereinigung, d.h. A liegt nicht in M. Dies steht im
Widerspruch zu Wahl von A. Die Menge M muB also leer sein.

2. Schritt. Se1 X = YIU...UY ¢ mit Yi irreduzibel und abgeschlossen. Dann liegt jede
irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y von X ganz in einem der Yi .
Wir konnen annehmen, daf3 kein Yi ganz in einem anderen Yi liegt. Wir bilden den
Durchschnitt mit Y und erhalten
Y= (YlﬂY) U...U(YSﬂY).

Weil Y irreduzibel ist, gibt es ein 1 mit
Y= YiﬂY,

also Y C Yi'

3. Schritt. Abschlufl des Beweises.
Nach dem ersten Schritt gibt es eine Zerlegung

X = Xl U UXs
mit Xi irreduzibel und abgeschlossen fur jedes i. Nach dem zweiten Schritt liegt jede
maximale irreduzible Teilmenge von X ganz in einem Xi und ist damit gleich einem Xi.

Die Anzahl der maximalen irreduziblen Teilmengen von X ist damit endlich, und jede
dieser maximalen irreduziblen Teilmengen kommt als ein Xi in der obigen Vereinigung

vor. Jedes Xi’ welches nicht maximal ist, kann man weglassen, denn es liegt in einem
der endlich vielen maximalen Xi (welche oben vorkommen). Damit gilt insbesondere

(i1) und nach dem zweiten Schritt auch (i).

QED.

Definition

Die maximalen irreduziblen Teilmengen eines noetherschen topologischen Raums X
werden (irreduzible) Komponenten von X genannt.

1.2.5 Kriterium fur Irreduzibilitat

Eine abgeschlossene Teilmenge X C V := k™ (beziiglich der Zariski-Topologie) ist

genau dann irreduzibel, wenn I(X) ein Primideal ist.

Beweis. Sei X irreduzibel und seien f,g € k[T] Polynome mit fg € I(X). Dann gilt
X=XMN V) UXNV(g).

Weil X irreduzibel ist, kann rechts nicht die Vereinigung echter Teilmengen stehen. Bei
geeigneter Wahl der Bezeichnungen gilt, sagen wir

X=XV,

also

X C V),
also f(p) =0 fur jedes p € X, also f € I(X). Wir haben gezeigt, I(X) ist ein Primideal.

Sei jetzt umgekehrt I(X) ein Primideal. Wir haben zu zeigen, X ist irreduzibel. Seien I’
und I”” Idealen von k[T] mit
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X=v@) U Vva)=vrnr)
Es reicht zu zeigen, nicht beide Teilmengen V(I’) und V(I”) sind echte Teilmengen von
X. Angenommen V(I’) ist echt. Dann gibt es einen Punkt

pEX-VT)=VQI)- VD).

Alle Polynome von I(X) sind gleich Null in p, nicht jedoch alle Polynome von I'. Es
gibt also ein Polynom

fer -IX).
Fur jedes g €17 gilt fg € ’«1” C I’(I”, d.h. fg ist Null in allen Punkten von X, d.h.
fg € I(X). Weil I(X) ein Primideal ist und f nach Konstruktion nicht in I(X) liegt, folgt
g € [(X). Wir haben gezeigt,
I’ C I(X).
Damit gilt aber
X =V(IX)) C va).
Nach Wahl von I’ ist V(I”’) eine Teilmenge, die ganz in X liegt, d.h. es gilt

X=vVd).
Wir haben gezeigt, dal X irreduzibel sein muB3.
QED.
Beispiel
Sei

X = V() C k% mit f = (x-a)2+(y-b)2 - 1%, a, b, r Ek und r = 0.
Auflerdem sei die Charakteristik von k ungleich 2,

Char(k) # 2.

Dann ist X irreduzibel.
Beweis. Es reicht zu zeigen, daB f irreduzibel in in k[x,y], denn dann ist
I :=fek[x,y]
ein Primideal und damit insbesondere ein radikales Ideal, so daf} gilt
IX)=I(VID) =VI=1
Durch einen linearen Isomorphismus erreichen wir, da a = b = 0 gilt. O.B.d.A.
konnen wir also annehmen,
f=x2+ y2 s
Wir betrachten f als Polynom in y iber dem Polynomring k[x],

f= y2 + (X-1)*(X+r).
Die Faktoren x-r und x+r des Absolutgliedes sind Primelemente von k[x]'*, und sie
sind nicht assoziiert: aus
X - T = g(x)*(x+r) in k[x]
wirde folgen, daf} g(x) vom Grad O ist. Durch Vergleich der hochsten Koeffizienten
folgt
g=1,
d.h.
X-IT=X+T.
Insbesondere ist 2¢r gleich Null. Weil die Charakteristik von k ungleich 2 ist, folgt r =0
im Widerspruch zur Wahl von r.

Damit ist das Absolutglied x2r2 von f Produkt von zwei nicht-assoziierten

Primelementen, insbesondere also nicht teilbar durch deren Quadrat. Da die anderen

12 Sie sind aus Grad-Griinden irreduzibel im ZPE-Ring k[x].
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Koeffizienten von f mit Ausnahme des hochsten durch diese Primelemente teilbar sind,
mub f irreduzibel sein.
QED.

1.2.6 Aufgabe
Jedes radikale Ideal I von k[T] ist Durchschnitt von endlich vielen Primidealen, sagen

wir

1=P N..NP.

Falls es keine Inklusionen zwischen den Pi gibt, sind sie bis auf die Reihenfolge

eindeutig bestimmt."?

1.2.7 Zusammenhang

Ein topologischer Raum X heiflt zusammenhéangend, wenn er nicht als Vereinigung von
zwei disjunkten und abgeschlossenen echten Teilmengen geschrieben werden kann.
Damit ist jeder irreduzible Raum zusammenhéangend.

B3 Sei X =V(I) und X = XIUUX die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Dann gilt
r

v =X
= X1U...UXr

= V(I(Xl ))U...UV(I(Xr))
= V(I(Xl)ﬂ...ﬂI(Xr))

also

Vi =\/1(X1>m..nl(XR>

Weil I nach Voraussetzung radikal sein soll, folgt

I - \/I(Xl)ﬂ...ﬂI(XR)
Weil die I(X,) radikal sind, ist es auch ihr Durchschnitt, d.h.
i
I = I(Xl)ﬂ...ﬂI(Xr)

Weil die X irreduzibel sind, sind die I(X ) Primideale.
i i

Wir haben noch die Eindeutigkeitsaussage zu den auftretenden Primidealen zu beweisen. Sei
I= P, ﬂ...ﬂps

Durchschnitt von Primidealen p. , zwischen denen keine Inklusionen bestehen. Dann gilt
i

S
v =U,_, Vo).
= i
Jede Komponente X, liegt nach 1.2.4 ganz in einem V(p.) auf der rechten Seite vor. Weil keine
1 J
Inklusionen zwischen den p, bestehen sollen, gilt dasselbe fur die V(p.). Deshalb kommen aufler den
i i

Komponenten von V(I) auf der rechten Seite keine weiteren Mengen vor, d.h.
{Vip)li=1,..,s}={X li=1,..r}.
i i

Deshalb gilt r = s und bei geeigneter Wahl der Bezeichnungen
Vip)=X furi=1,..,r.
i i

Fur jedes i ist damit

1) = 1(V(p,) = \/p_1 =p.-
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Argumentationen, die nachweisen sollen, da3 ein Raum X zusammenhangend ist,
laufen meistens auf den Beweis der folgenden Implikation hinaus:

X = AUB mit A und B disjunkt und abgeschlossen in X = X = A oder X = B.

Die nachfolgenden Aufgaben beschreiben einige Eigenschaften des Zusammenhangs
und dessen Beziehung zum Begriff der Irreduzibilitit. Zunachst aber erst einige
Bemerkungen zum Zusammenhang im Kontext beliebiger topologischer Raume (vgl.
Kelley, J.L.: General topology, Van Nostsrand, Princeton, New Jersey, 1957).

Zwei Teilmengen A, B eines topologischen Raums X heiflen getrennt, wenn keine der
beiden einen Berithrungspunkt der anderen enthilt, d.h. wenn gilt

ANB=@=BA.
Sind die Mengen abgeschlossen in X, so bedeutet dies einfach, da} sie disjunkt sind.

Eine zusammenhéngende Teilmenge eines topologischen Raums X, welche in keiner
echt groferen zusammenhiangenden Teilmenge von X enthalten ist, heif3t

Zusammenhangskomponente von X.

Zusammenhang und wegeweiser Zusammenhang
Ein topologischer Raum X heif3t wegeweise zusammenhdngend, wenn sich je zwei
Punkte von X sich durch eine Kurve verbinden lassen, genauer: fur je zwei Punkte

p,qEX

gibt es eine stetige Abbildung y: [0,1]—X mit y(0) = p und y(1) = q. Dieser Begriff ist

im Kontext der Zariski-Topologie eher unbedeutend. Fur die gewohnliche Topologie
bietet er oft eine bequeme Methode fur den Nachweis, daf ein topologischer Raum
zusammenhangend ist. Wir erwahnen hier nur die wichtigsten Eigenschaften:

1'* Jedes (nicht-leere) abgeschlossenen Intervall [a, b] der reellen Geraden ist
zusammenhéngend beziiglich der gewohnlichen Topologie.

4 Andernfalls gibe es nicht-leere offene Teilmengen U, V C R mit
[,b]=UJVundU (N V=0.

Als Komplemente voneinander sind U und V auch abgeschlossen. Als abgeschlossene und beschrankte
Teilmengen von R sind sie kompakt.

Die identische Abbildung U — R nimmt in U ein Minimum u’ und ein Maximum u” an. Das gilt
auch fur die identishe Abbildung V — R: es wird ein Minimum v’ und ein Maximum v”

angenommen. Weil die reellen Zahlen linear geordnet sind, gilt
u’=v’ oderv’ =u”.
Weil U und V disjunkt sind, miissen diese Ungleichungen echt sein. Im ersten Fall gilt

asu=su’<v =v=bfur beliebige u € U und beliebige v € V.

Die Zahlen im Intervall (u”, v’) liegen dann weder in U noch in V im Widerspruch zur Wahl von U und
V. Also muf} gelten

v <u”. 1)
Die Menge

XEUIV=sx=su}=U[[v,u"]

ist abgeschlossen, also kompakt. Sie enthiélt deshalb eine minimale reelle Zahl, sagen wir u. Es gilt

dann v’ < u =u”und [v’, u’) € V. Dann ist aber u ein Berithrungspunkt von V, und weil V
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2" Sei X eine wegeweise zusammenhangender topologischer Raum, d.h. Dann ist
X zusammenhéngend.
3" Sei

kompakt ist, muf} U € V. Das steht im Widerspruch dazu, dal U und V disjunkt sein sollen. Also ist

[a, b] zusammenhéngend.
'3 Angenommen, es gibt echte abgeschlossene Teilmengen A und B von X mit
X=AUB.

Wir wahlen Punkte a € A und bEB und eine Kurve y:[0,1]— X, die diese Punkte verbindet. Dann sind

y_l(A) und y_l(B) echte abgeschlossene Teilmengen von [0,1] mit

-1 -1
0.11=y AUy (B
im Widerspruch dazu, da} [0,1] zusammenhangend ist.
16 1. Schritt. A | B ist nicht wegeweise zusammenhingend.

Seien a € A und b € B zwei Punkte. Es reicht zu zeigen, diese beiden Punkte lassen sich nicht durh
einen Weg verbinden Angenommen es gibt einen solchen Weg, sagen wir
w: [u, v] — AUB , o stetig, w(u) = a, w(v) = b.

Wegen w stetig und [u, v] kompakt ist
®([u, v]) kompakt.
Die Menge

B=AUB) N{x.yER Ix=0}
ist Abgeschlossen in A|_B. Also ist

m_l(B) abgeschlossen in [u, v],
also kompakt. Es gibt deshalb ein minimales H € w_l(B), d.h. eine solche reelle Zahl von (x)_l(B), daf
o(t) nicht in B liegt fur t < E,
o((uu)B=@
Der Punkt ’1; € [1?, v] ist deshalb der einzige Punkt des Intervalls [u, ﬁ“], dessen Bild in B liegt,

o([u, ;]) () B besteht aus nur einen Punkt mit der Abszisse 0. (D)

Bezeichne p: Rz — R die Projektion auf die X-Achse. Weil pew stetig ist, nimmt diese Funktion auf

[u,?f] jeden Wert zwischen p(w(u)) = p(a) =: o >0 und p(w(;)) =0 an, und den Wert O nur in u:

o([u, H)) C A besteht aus Punkten, deren Abszissen jeden Wert aus dem Intervall 2)

(0, a ) annehmen konnen.
X

Die Punkte von A mit den Abszissen aus (0, o) bilden eine Welle, deren Wellenberge bei Annahrung
an die Y-Achse sich immer enger zusammendrangen. Fur

-l=B=+1
schneidet sich A mit der Geraden y = 3 in Punkten, die sich im Schnittpunkt dieser Geraden mit der Y-
Achse haufen. Die Punkte der Y-Achse mit einer Ordinate zwischen -1 und +1 sind deshalb
Haufungspunkte der Menge

o([u, u ).

Diese Menge ist aber als stetiges Bild einer kompakten Menge kompakt und deshalb abgeschlossen. Die

Punkte auf der Y-Achse mit dieser Ordinate sind deshalb Punkte von w([u, rlle]). Das steht aber im
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A= {(X,Sin%)|0<XER}
das Bild der positiven reellen Geraden bei der stetigen Abbilung
f: (0, ©0) — ]Rz, X B (X, sin%),
und
B:={0,nly€ER;}
das Bild der reellen Geraden bei der stetigen Abbildung
2R — Rz, y (0,y).

Die Mengen A und B sind als stetige Bilder von (0, co) bzw. R wegeweise
zusammenhédngend. Behauptung:

A U B ist zusammenhingend aber nicht wegeweise zusammenhzngend.

Bemerkungen
(1)  Die AbschlieBung einer zusammenhédngenden Menge ist zusammenhangend.
(i)  Sei {Ya}oc o1 eine Familie von zusammenhdngenden Teilmengen eines

topologischen Raums X. Keine zwei der Ya seien getrennt. Dann ist

Y= UOLEI Ya

zusammenhéangend.
(iii)) Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten folgende Aussagen.
(a) Jede zusammenhédngende Teilmenge von X (z.B. jeder Punkt) liegt in einer
Zusammenhangskomponente von X.
(b) Je zwei Zusammenhangskomponenten von X sind getrennt.
(¢c) Jede Zusammenhangskomponente von X ist abgeschlossen in X.

Beweis. Zu (i). Seien X ein topologischer Raum und Y C X eine zusammenhéngende
Teilmenge. Angenommen die AbschlieBung Y von Y 1Bt sich in der Gestalt
Y=AUB
schreiben mit disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A und B von Y. Dann gilt
Y =(YNA) U (YMB),

wobei die Durchschnitte Y[ )A und Y( \B disjunkte abgeschlossene Teilmengen von Y

sind. Weil Y zusammenhangend ist, konnen nicht beide echt in Y enthalten sein. Es
gilt, sagen wir

Y =YNA,

Widerspruch zur Wahl von u (vgl. (1)). Dieser Widerspruch zeigt, dafl der Weg  nicht existieren kann,
d.h. AUUB ist nicht wegeweise zusammenhingend. Die linearen Komponenten von A|_B ist A und B.
2. Schritt: A | B ist zusammenhangend.

Die Mengen A und B sind linear zusammenhéngend, also zusammenhangend. Wiren sie Komponenten
von AlUB, so wiren sie abgeschlossen in A|JB. Im ersten Schritt haben wir aber gesehen, daB die

AbschlieBung von A Punkte mit der Y-Achse B gemeinsam hat,
ANBD{x y)Ix=0,-1=y=+1}.
Insbesondere sind die Mengen A und B nicht getrennt. Nach Bemerkung 1.2.7 (ii) ist
AUB

zusammenhangend.
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also Y C A. Weil A abgeschlossen ist in Y, folgt Y C A, also A = Y. Wir haben

gezeigt, die Mengen A, B der Zerlegung von Y liegen nicht beide echt in Y, d.h. Y ist
zusammenhangend.
Zu (ii). Angenommen, Y 146t sich in der Gestalt

Y=AUB

schreiben mit disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A und B von Y. Fir jedes o€l
gilt dann

Y =Y Na) U Y, NB),
wobei die Durchschnitte YaﬂA und YaﬂB disjunkte abgeschlossene Teilmengen
von Ya sind. Weil Ya zusammenhangend ist, konnen nicht beide echt in Ya enthalten
sein. Es gilt
YG = YaﬂA oder Ya = YaﬂB,
d.h.
Y CAoderY CB,
o o

Der Fall, daf3 fur zwei verschiedene o€l das eine Yoc in A und das andere in B liegt,

kann nicht eintreten, denn dann waren die beiden Ya getrennt: der Durchschnitt ihrer

AbschlieBungen wiirde in A(\B = & liegen. Die Ya liegen also alle in A oder alle in B,

d.h.

Y C Aoder Y C B.
Wir haben gezeigt, Y ist zusammenhéngend.
Zu (iii) (c). Die Aussage folgt aus Bemerkung (i).
Zu (iii) (a). Sei A C X eine nicht-leere zusammenhiangende Teilmenge von X (zum
Beispiel eine einpunktige Teilmenge). Wir definieren

C:=UJ{YCXIAC Y undY zusammenhingend}

als die Vereinigung aller zusammenhangenden Teilmengen von X, die die Menge A
enthalten. Nach Bemerkung (i1) ist

C zusammenhiangend.
Es reicht zu zeigen, C ist eine Zusammenhangskomponente, d.h. C liegt nicht in einer
echt groleren Teilmenge von X, die zusammenhédngend ist. Angenommen es gilt

C C D C X mit D zusammenhzngend.

Dann gilt A C D, also D C C (auf Grund der Definition von C), also D = C.
Zu (iii) (b). Seien C’ und C” zwei verschiedene Zusammenhangskomponenten von X.
Wiren sie nicht getrennt, so wire C’|_JC” nach Bemerkung (ii) zusammenhingend.

Dies steht aber im Widerspruch dazu, da C’ und C” Zusammenhangskomponenten
also maximal sein sollen. Deshalb sind C* und C” getrennt.
QED.

1.2.8 Aufgaben

()" (a) Ein noetherscher Raum X besitzt nur endlich viele Zusammenhangs-
komponenten.

" Die Aussage folgt aus (b), weil die Anzahl der irreduziblen Kompoenten endlich ist (nach 1.2.4).
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(b)'"* Jede Zusammenhangskomponente von X ist Vereinigung von irreduziblen
Komponenten.

(2)" Ein abgeschlossene Teilmenge X C V = k™ ist genau dann unzusammenhingend,
wenn es zwel echte Ideale I’, I’ von k[T] gibt mit

I + I =k[T] und "(I” = I(X).

3)* Sei X ={(x,y) € k2 | xy =0}. Dann ist X eine abgeschlossene Teilmenge von k2,
welche zusammenhéngend ist aber nicht irreduzibel.

18 Seien Xl, ..., X die irreduziblen Komponenten von X. Weiter sei C eine
r

Zusammenhangskomponente von X. Jedes X, welches mit C Punkte gemeinsam hat, liegt ganz in C
i

(weil X, zusammenhangend ist). Seien X, ,...,X, die irreduziblen Komponenten, die Punkte mit C
i i i

1 s
geminsam haben. Dann gilt
X U.Ux Cc
i i
Jeder Punkt p € C - Xi U..u Xi liegt dann in einer Komponente von X, die mit C keine Punkte

1 S
gemainsam hat. Dann kann p aber nicht in C liegen. Die Differenz muf3 leer sein, d.h. es gilt

c=X U.Ux .
l1 1s
9 Es gilt:
X ist unzusammenhingend < es gibt Ideale I’, I” C k[T] mit
X =VIOUVT) und VIO(\VI”) =D
V(I’) und V(I”) sind echt enthalten in X

Die Bedingung, dafl V(I’) und V(I”’) echt in X enthalten sein sollen, kann man durch die Bedingung
ersetzen, dall V(I’) und V(I”) nicht leer sind. Letzteres ist aber nach dem Hilbertschen Nullstellensatz
aquivalent dazu, dal I’ und I’ echte Ideale sind (die 1 nicht enthalten). Es gilt also
X ist unzusammenhingend < es gibt echte Ideale I’, I” C K[T] mit
X=vVvO)UVI’) und VIO(VI”) =D
Falls die Ideale I’ und I” existieren, kann man sie durch deren Radikale ersetzen, d.h.
X ist unzusammenhzngend < es gibt echte radikale Ideale I’, I” C k[T] mit
VAX) =VE( W) und VI'+I") = &
& es gibt echte radikale Ideale I’, I” C k[T] mit

‘\/FX) = ‘\’I’ﬂl” und I'+I” = k[T]
Wir haben hier Aussage (1) von Aufgabe 1.1.4 (3) benutzt und den Hilbertschen Nullstellensatz. Weil
die Ideale 1(X), I’ und I”” radikal sind, kann man die Wurzelzeichen weglassen. Es folgt
X ist unzusammenhingend <> es gibt echte radikale Ideale I’, I” C k[T] mit
IX) =" und '+I” = K[T].
Das ist aber gerade die Behauptung. Man beachte, aus
I(X) =’(\I” und I'+I” = K[T].
folgt auch ohne die Annahme der Radikalitat der Ideale I’ und I, da} gilt
X =V(I(X))=VIr)=vwr) U va)
und
VIO\VI) = VI+) =,
d.h. X ist unzusammenhéngend (falls die Ideale I’ und I”” echt sind).
2 Es gilt
X = V(xy) = V(x) U V(y) = V(xk[x,y]) U V(y+k[x,y])
Weil V(x) und V(y) echte abgeschlossene Teilmengen von X sind, ist X reduzibel. Weil
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1.3 Affine Algebren

Mit der Einfuhrung der Zariski-Topologie stehen uns bei der Untersuchung der
polynomialen Gleichungssysteme und ihrer Losungsmengen V(I) die Methoden der
Topologie zur Verfugung.

Wir kommen jetzt zu einem weiteren Hilfsmittel: zum besseren Verstindnis der
algebraischen Mengen interessieren wir uns fur die auf diesen Mengen definierten
Funktionen.

1.3.1 Definition

Sei
XCvV:=k"
eine algebraische Menge. Die Einschrankungen der polynomialen Funktionen von
S :=Kk[T]

auf X bilden eine k-Algebra, die wir mit k[ X] bezeichnen und die isomorph ist zu

k[X] = K[TV/(X).
Sie heifit affiner Koordinatenring von X uber k. Diese Algebra hat die folgenden
Eigenschaften.

(a) k[X] ist eine endlich erzeugte k-Algebra, d.h. es gibt Elemente

fl’ e s fr € k[X]

mit
k[X] = k[fl’ ’fr]'
(b)  k[X] ist reduziert, d.h. O ist das einzige nilpotente Element von X.

Eine Algebra mit diesen beiden Eigenschaften wollen wir hier affine Algebra®' nennen.
Fur jede affine k-Algebra gibt es ein n und eine algebraische Menge

X C !
mit A = k[X].22

xek[X, y] und y<k[x,y]
Primideale des Polynomrings k[x, y] sind, sind V(x) und V(y) irreduzible algebraische Mengen also
insbesondere zusammenhangend. Weil

V(x) (M V(y) = {(0,0)}
nicht leer ist, ist auch X = V(x)|_JV(y) zusammenhingend.

! Normalerweise wird in der Definition Forderung (b) weggelassen, denn sie kann einfache
Konstruktionen argerlich kompliziert machen und die funktorialen Eigenschaften einer Konstruktion
verschlechtern, vgl. Jacobson, N.: Basic algebra, Band II, Kapitel 8, Abschnitt 13.

Im Zusammenhang mit infinitesimalen Phanomen sind Algebren, die nicht reduziert sind, besonders
interessant.

Wir stellen diese Forderung hier trotzdem, weil in der Theorie, die wir hier entwickeln wollen, so gut
wie alle endlich erzeugten Algebren reduziert sind.

2Ist A= k[fl, ..., T Jund ist I der Kern des k-Algebra-Homomorphismus
r

h: k[T ,..., T]— Af(T ,..., T)w» f(f ,.., ),
1 r 1 r 1 r

So gilt A = k[Tl’ ..., T ]/1,d.h.Iist ein radikales Ideal. Mit X := V(I) ist
r

IX)=1(V(D) = '\ﬁ =L
Es folgt
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Bemerkungen
(i) Die Bezeichnung Koordinaten-Ring fur den Rinkg k[X] kommt von der Tatsache,
daf} die Einschrankungen der Koordinaten-Funktionen

“

Ti:kn—>k, I—)Ci,

C
n

auf X in k[X] liegen und diesen Ring uber k erzeugen: jedes f € k[X] ist ein
Polynom in den Einschrankungen X, = TiIX mit Koeffizienten aus k.

(i) Die Einschrankungen X, gestatten es, die abstrakte Menge X mit der

urspriinglichen in den k™ eingebetteten Menge X zu identifizieren: die Abbildung
x,(p)
X —kK'pp EE I
x ()
ist injektiv und stimmt mit der natiirlichen Einbettung X < k™ tiberein.
(1) Seien y 1 Ym € k[X] Elemente, welche die Algebra k[X] uber k erzeugen.
Dann ist die Abbildung
y,{(P)
P:X — kM p s

Y, (P
injektiv und identifiziert X mit einer algebraischen Teilmenge des k™.

(iv) Wir zeigen in den nachfolgenden Punkt 1.3.2 und 1.3.3, daB} die algebraische
Menge X und ihre Zariski-Topologie durch die Algebra k[X] bestimmt werden.

Beweis von (iii). Injektivitit der Abbildung Weil die Y die Algebra k[X] erzeugen

und die XJ. = leX in dieser Algebra liegen, gibt es Polynome f

Koeffizienten in k mit

o fn mit

X. = f.(yl,..., ym)

. J ]
furj=1,..., n.
Wir setzen die Abbildung y von (iii) zusammen mit der Abbildung
P f,®)
kM sk p=| ... || ..
P f.(®)

und erhalten die Abbildung
£ Py (P)) x,(p)

f°1p:X—>kn,p|->
fn(yl(p),---,ym(p)) Xn(p)

AZKT ... T VIX) = kIX].
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Diese Abbildung ist injektiv, denn es ist gerade die natiiriche Einbettung X < kT,
¢ = foy. (1)
Mit feqp ist auch 1 injektiv.

Im(p) ist eine algebraische Menge. Zum Beweis dieser Aussage benodtigen wir den
Begriffs des maximalen Spektrums und eine wichtige Eigenschaft dieses Begriffs. Wir
verschieben deshalb den Beweis bis zum Ende des tibernachsten Punktes 1.3.3.

QED.

1.3.2 Ideale von k[X], das maximale Spektrum und die Ideale Mx

Seien X C k™ eine algebraische Menge, I C k[X] ein Ideal und
VX(I) ={xeXIf(x)=0 fur jedes fE I}
die Menge der gemeinsamen Nullstellen aller f € 1.
Fur jede Teilmenge Y C X bezeichnen wir mit
IX(Y) ={fek[X] I f(y) =0 fur jedes y €Y}
das Ideal der Funktionen von k[X], die in allen Punkten von Y gleich Null sind.

Fur jede affine Algebra A bezeichnen wir mit*’

Specm(A) := {m C A | m ist maximales Ideal von A}.

die Menge der maximalen Ideale von A. Sie wird maximales Spektrum von A genannt.

Ist X C k" eine algebraische Menge und x € X ein Punkt von X, so ist
M =1 ({x})

ein maximalen Ideal von k[X].**

Bemerkung
Fiur jeden Punkt

» Im Buch von Springer wird diese Menge mit Max(A) bezeichnet. Die Bezeichnung des maximalen
Spektrums ist in der Literatur nicht einheitlich. Zum Beispiel findet man die

Bezeichnung im Buch

m-Spec(A) Matsumura, Commutative ring theory, Cambridge University Press, Cambridge 1986

max-Spec(A) Eisenbud, D.: Commutative Algebra with a view toward algebraic geometry,
Springer, New York 1995

Maxspec(A) Jacobson, N.: Basic algebra, Dover Publications, Mineola, N.Y., 1980

Specm wird gelegentlich in der franzosichen Literatur benutzt, moglicherweise fur Spectre maximal.

* Die Abbildung k[X] — k, f » f(x), ist ein Homomorphismus von k-Algebra, welcher surjektiv ist
und den Kern M besitzt. Nach dem Homomorphiesatzt gilt k[X]/M =k, d.h. k[X]/M ist ein
X X X

Korper.
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p=|... |eXCK"

ist die Abbildung

k[IX] — k, f & f(p)

ein surjektiver k-Algbra-Homomorphismus mit dem Kern Mp , induziert also einen

Isomorphismus von k-Algebren

KIXIM Sk

Benutzt man diesem Isomorphismus um k mit dem Faktorring auf der linken Seite zu
identifizieren, so gilt

f(p) =fmod Mp fur jedes f € k[X].
Das Ideal Mp von k[X] wird von den Funktionen TiIX
Mp = (T1 -Py IX y e s Tn -P, IX)-k[X] .
Beweis. Die Auswertung im Punkt p definiert k-Algebra-Homomorphismen
cpp: k[T] — k, f » f(p),

EP: K[X] — k, f > f(p).

- P, € k[X] erzeugt:

Diese sind surjektiv, denn fur jedes cEk ist der Wert von c in p gleich c. Auf Grund des

Homomorphie-Satzes faktorisieren sie sich uber den Faktorring ihrer
Definitionsbereiche modulo ihrer Kerne:

@ KIT] s KITIker(@) —» k, f > £ mod Ker(q) b f(p).

p

Y =
- k[X] —)>(> k[X]/ker(ch ) — k,f» fmod Ker(ch ) B f(p).
Ny (PX Ny
P
Dabei sind die naturlichen Homomorphismen auf den Faktorring y und YX surjektiv

CPX,p

und die induzierten Homomorphismen chp und ?ﬁX P bijektiv. Wir erhalten ein

kommutatives Diagramm von k-Algebra-Homomorphismen
k[T] —p» k[X]
Y
v P QPX’p N X

KTV ker(@) T=> k <N=_ KIXI/Ker gy

' *p PX.p
Dabei soll
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p: k[T] — k[X], f » fIX
der Einschrankungshomomorphismus sein. Das linke und das rechte Dreieck ist

kommutativ nach Definition von $p und ,(EX . Das in der Mitte ist es wegen

(fIX)(p) = f(p).

Benutzt man die unteren Isomorphismen zur Identifikation der beiden #ufleren
Faktorringe mit k, so ibersetzt sich die Kommutativitat der beiden daufleren Dreiecke in
die Aussagen

f(p) = f mod ker(cpp) fur jedes f € k[T]
f(p) = f mod ker(ch p) fur jedes f € k[X]

Die erste Aussage ist gerade der Spezialfall mit X = k™ der zweiten. Nach Definition der
Abbildung ch,p gilt

ker(py ) ={FEKIXI(p)=0} =T ((p) =M,
d.h. die zweite Aussage 146t sich auch in der Gestalt
f(p) = f mod Mp S k[X]/Mp =k fur jedes f € k[X]
schreiben.
Wir haben noch die Erzeugenden des Ideals Mp zu bestimmen. Auf Grund der
Kommuttivitat des mittleren Vierecks gilt
k@) =9, 0)
— o1
=@x P O

-1, -1
=P (00
=p" (ker(oy )

-1
= M ).
p( p)
Weil p surjektiv ist, folgt
-1
M = M
b PP ( p))
= p(ker(CPp))
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
Ker(qu) = (T-p»-T -p )*KIT],
(1) '
denn dann ist
M = p(ker
b p( (qu))

= p((T;p T _-p )KITD)

= (p(T )-p »-p(T )-p )KIX]

= (TlIX—pl,...,TnIX—pn)-K[X]
Man beachte, (1) ist gerade die Aussage
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= - - L] 1 =
M _(T1 pl,...,l p.)*K[T] im Fall X =k
(2)

Nehmen wir also an,
X =k"

und zeigen, daB (2) gilt.Nach Definition von p ist Ti-pi fur jedes i im Punkt p gleich
Null, d.h. es gilt
T.-p.€M furi=1,..,n.
171 p
Damit besteht die Inklusion
I:= (Tl-pl,...,Tn-pn)-K[T] - Mp'

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, daf} I ein maximalen Ideal von k[T]
ist, d.h. der Faktorring bezuglich I ist ein Korper. Es reicht zu zeigen, der k-Algebra-
Homomorphismus

Pk — k[Tl,...,Tn]/(Tl-pl,...,Tn-pn), ¢ B ¢ mod (Tl-pl,...,Tn-pn),
ist bijektiv. Weil k ein Korper ist, also nur die Ideale O und k besitzt, ist die Abbildung
injektiv.” Fur jedes f € k[T] gilt
f(Tl""’Tn) mod (Tl—pl,...,Tn—pn) = f(pl,...,pn)) mod (Tl—pl,...,Tn—pn)
=Y(f(p)),
d.h. ¢ ist auch surjektiv.
QED.
1.3.3 Propostion: Punkte und maximale Ideale

(i)  Sei X C k™ eine algebraische Menge. Dann ist die Abbildung
X — Specm k[X], x » Mx ,

bijektiv. AuBerdem besteht fur jedes Ideal I C k[X] die Aquivalenz
XEVX(IH:)IQMX.
(i)) Die abgeschlossenen Mengen von X sind gerade die Mengen der Gestalt VX(I),
wobei I die radikalen Ideale von k[ X] durchlaufe.
Beweis. Zu (i). Die Abbildung ist injektiv. Sind x’ und x” zwei verschiedene Punkte

von X. Dann gibt es ein j derart, da} die j-ten Koordinaten von x’ und x” verschieden
sind,

X #Z X ..
J J
Dann ist das Polynom T. - x’. gleich Null in x” aber nicht in x”. Fur die Einschrankung

dieses Polynoms auf X gilt dasselbe, d.h.

f.=T.-x".1, €k[X
%5 [X]

liegt in Mx’ aber nicht in MX,, , d.h. die beiden maximalen Ideale sind verschieden.

» Wire k der Kern der Abbildung, so Iige 1 im Kern, d.h. es wire 1 EIC M = I({p}), also I({p}) =
P

k[T], im Widerspruch zum Hilbertschen Nullstellensatz.
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Die Abbildung ist surjektiv.
Sei M € Specm k[X] vorgegeben. Dann ist M ein echtes Ideal von k[X]. Dasselbe gilt

damit auch fur das vollstandige Urbild M von M beim natiirlichen Homomorphismus

PKIT] — kIX], f >l .
Weil I(X) der Kern dieser Abbildung ist, gilt

1x)=pl0) Cplam =M (1)

Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz 1.1.2 (i) ist V(M) nicht leer. Sei x € V(M).
Zusammen mit (1) folgt

x€VIM) C VIX)) = X.
Fur f € k[T] gilt

f(x)=0 & (fly)(x) =0
s p(f)EMX

e fe p'l(MX),
d.h.
I6xh) =p7 M), )

Zusammen mit X € V(M) und (1) ergibt sich
otV ) = 1¢xp) D1V DV =p ' w)
Wir gehen zu den Bildern bei p uber und erhalten auf Grund der Surjektivitat von p:
Mx M
Weil Mx ein echtes und M ein maximales Ideal von k[X] ist, folgt M = Mx'

Die beiden Bedingungen sind dquivalent.
XEVX(I) e fx)=0furfel
o fx)=0furfep @
&0 ') CIEx) (=p7' (M) nach (2))
sICM
X

Zu (ii). Die Abgeschlossenen Mengen von X sind nach Definition der Unterraum-
Topologie gerade die Mengen der Gestalt

X () V(D), I ein Ideal von k[T]
Es gilt:
xEXMNM VD e xeEXundf(x)=0furfel

< x € Xund (fIX)(x) =0furfel
& xeXund p()(x)=0furfel
< x € Xund g(x) =0 fur g € p(I)
& XxE VX(p(I)).
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Damit gilt
XA V(D= VX(p(I)) fur jedes Ideal I von k[T].
Dabei ist J := p(I) ein Ideal von k[X] fur jedes Ideal I von k[T], und jedes Ideal J von
k[X] hat diese Gestalt (wegen J = p(p'l(J))).
QED.

Wir haben noch den zweiten Teil von Bemerkung 1.3.1 (iii) zu beweisen, namlich, daf3
fur jedes Erzeugenden-Sysstem

Y Y e k[X]
der k-Algebra k[X] das Bild der Abbildung
y{(P)
P:X — kM ps .
Y (P
eine algebraische Menge des k™ ist (fur jede algebraische Menge X C k™).

Beweis des zweiten Teils von Bemerkung 1.3.1 (iii). Wir fuhren neue Unbestimmte
Yj ein und betrachten den k-Algebra-Homomorphismus

E:k[Yl,...,Ym] — k[X], f(Yl’""Ym) (R f(yl,...,ym).
Weil die Xj = leX € k[X] = K[T)V/I(X) die k-Algebra k[X] erzeugen, sind die Y
Polynome in den Xj, sagen wir wir
Y= gi(Xl’ e s Xn) = gi(Tl’ e s Tn)lX mit g € k[T]
Weil die y; die k-Algebra k[X] erzeugen, ist der Homomorphismus & surjektiv,
induziert also einen k-Algebra-Isomorphismus
E:k[Yl,...,Ym]/I — k[Tl’""Tn]/I(X) mit I := Ker(§).

f(Yl""’an) mod I » f(gl,...,gm) mod I(X).

Weil der Ring k[X] reduziert ist, ist das Ideal I radikal und damit von der Gestalt
[=1(X")

mit einer algebraischen Menge X* = V(I) C k™. Die Abbildung € bekommt so die
Gestalt
EK[X'] — K[X].

f(Yl""’Ym)lX’ (BN f(gl""’gm)lX'
Nach 1.3.1 (ii) ist die Abbildung
Y, (@

X — km, qm ... s
Y (@
injektiv und stimmt mit der natiirlichen Einbettung X’ < k™ uiberein.
Fur p € X gilt
Mp = (Xl_Xl(p)’ eee Xn(p)) g k[X]
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Sei q, = gi(p) € k und q€k™ der Punkt mit den Koordinaten q;- Dann gilt

E(Y.-q.l,,) =g.-ql £ ist k-Algebra-Isomorphismus

sOG-qle) =g-aly G g rp )
=g-gP Iy

Diese Funktion ist Null im Punkt p, liegt also in Mp' Damit gilt

Yio,-q. CE M ) furj=1,..,m.
jix"gj s (M) fur i B
Weil M _ ein maximales Ideal von k[X] und § ein Isomorphismus ist, ist E'I(Mp) ein
maximales Ideal von k[X’]. Die Elemente leX’ - qj liegen in diesem maximalen Ideal.

Sie erzeugen also ein echtes Ideal in k[X’], und dieses Ideal ist maximal. Deshalb gilt

_=1
M =8 M),

Insbesondere ist q ein Punkt von X’:

Bezeichnet namlich y: k[Y Ym] —> k[Y Ym]/I(X’) = k[X’] die naturliche

1 1

Surjektion. Dann gilt
M\ — — '1 _1 —_ _ - °
Man beachte, rechts steht ein maximales Ideal von k[Yl""’Ym]’ dessen Bild in k[X’]
das maximale Ideal Mq = (Yl-ql,...,Ym-qn)-k[X’] ist. Aus dieser Inklusion folgt die
umgekehrte Inklusion fur die Nullstellenmengen:
QE V(Y,q;0Y, -q ) S VX)) =X,
d.h. der Punkt q = g(p) liegt tatséchlich in X’ (fur jedes p € X).

Betrachten wir die folgende Zusammensetzung von Bijektionen:
X —s Specm k[X] — Specm k[X’] — X’

__1 _
p Mp B & (Mp)—Mg(p)Hg(p)-

Die Abbildung ganz links soll dabei die Bijektion von 1.3.3 (i) sein, und die Abbildung
ganz rechts das inverse dieser Bijektion (mit X’ anstelle von X). Die Abbildung in der

Mitte ist bijektiv, weil E ein Isomorphismus ist.

Also ist auch die Zusammensetzung bijektiv, d.h. die Abbildung
g,(p)
gIX: X—X,pb
()
€m

Wegen gil =Y, gilt auBerdem

X

g,(p) =y,(p) fur jedes p € X.
d.h. es ist glX =1, und Im(v) ist die algebraische Menge X’.
QED.



28

1.3.4 Aufgaben
Sei X C k" eine algebraische Menge.
(1)*® Fur jedes Ideal I von k[X] gilt IX(VX(I)) =4/
Fur jede Teilmenge YOX gilt V (I, (Y)) = Y.
(2)*" Sei X mit der Zariski-Topologie versehen. Dann ist die Abbildung

26 Beweis von “2”: Sei f € ‘\/i Dann liegt eine Potenz von f in I, sagen wir °El. Fur jedes p € V(D)

gilt 0 = fs(p), also f(p) =0, d.h. es ist f € I(V(])).
Beweis von “C”: Bezeichne p die Einschrankung auf X,
p:k[T] — KIX], f fIX :

Wir setzen

T=p'm (2p0=1x.
Behauptung:

V(D) = V@) (S X). )
(wir schreiben oft V(I) vereinfachend fur VX(I)). Farpe V(?) gilt wegen T - I(X) automatisch auch
pEVIX)) =X.
Liegt f in I, so gibt es ein Polynom t mit p(?) = ?IX =f &1, also mit fe p_l(I) =T.Es folgt
0=Tp=1.
Da dies fur alle f €I gilt, folgt p € V(I). Wir haben gezeigt V(T) C V().
Sei umgekehrt p € V(I) (CX). Fur f € T gilt le €1 also

0= (ﬂX)(p) =1(p).

Da dies fur alle f € T gilt, folgt p € V(T ). Damit ist (*) bewiesen.

Sei jetzt f € I(V(I)). Wir wahlen ein T €k[T] mit ?|X = . Die Funktion T ist dann auf V(I) = V(T)
gleich Null. Nach Hilbert folgt fe ?, d.h. eine Potenz von f liegt in T, sagen wir

S eT.
Dann gilt = ?SIX el alsofe ‘\ﬁ Damit ist der ersten Teil der Behauptung bewiesen.

Weil X abgeschlossen ist in k™ ist der AbschluB von Y in X derselbe wie der von Y in kn, d.h. es ist

Y= VAY) =VH{fEKT]If=0aufY})
=VH{fCk[X]If=0aufY}) (wegen Y C X und (*))
= V(IX(Y))

7 Fur X = k" ist die Aussage bereits bewiesen. Durch Einschrinken der Abbildung fur den Fall X = k"
auf die abgeschlossenen Teilmengen von X erhalten wir die Bijektivitat der Abbildung
{abgeschlossene Teilmengen von X}—s{radikale Ideale von k[T] die I(X) enthalten }, Y = I(Y)

(weil Y C X dquivalent ist zu I(X) C I(Y) - fir abgeschlossene Mengen). Die Behauptung folgt damit

aus:
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{abgeschlossene Teilmengen von X}—{radikale Ideale von k[X]}
Y IX(Y)
bijekitiv.
(3)*® Sei A eine affine k-Algebra. Definieren Sie eine bijketive Abbildung
Specm(A) — {k-Algebra-Homomorphismen A —k }.

4) (a)* Xist genau dann irreduzibel, wenn k[X] ein Integritatsbereich ist (d.h. es

gibt keine Nullteiler # 0).
(b)*® X st genau dann zusammenhzngend, wenn es in k[X] - {0,1} keine

idempotente Elemente gibt (d.h. Elemente f mit f2 =1).

— o] _
IX(Y) =p(p (IX(Y))) =pI(Y))
. Die Abbildung
{Ideale von k[X]} — {Ideale I mit [(X)CICK[T]}, I |—>p_1(I),
ist bijektiv (mit der Inversen I i I/I(X)).

. List radikel < p~\(I) ist radikal.

% Specm(A) —» {k-Algebra-Homomorphismen A —k }, M » (A — A/M, a » a mod M)
Man beachte A/M = k[T]/(Ti-pi li=1,.,n)=kund k — A/M, ¢ » ¢ mod M, erlaubt eine

natuirliche Identifikation der Abbildungen A — A/M mit Abbildungen A — k. Die
Umkehrabbildung ist gegeben durch

{k-Algebra-Homomorphismen A —k } — Specm(A), A i) k » ker(p).
¥ X irreduzibel < I(X) Primideal < k[X] = k[T]/I(X) Integrititsbereich.
% Es gilt (vgl. Aufgabe 1.2.8(2)):
X unzusammenhingend < Es gibt echte Ideale I’, I” mit I'( [ = 0 und I'+I” = k[X]

Sind diese Bedingungen erfullt, so kann man schreiben 1 =a’ + a” mita’ €I’ und a”’€I”, also
2_..2 2

1=1"=a""+a”" +2a’a”.

Wegen I'l” C I’(I” =0 ist 2a’a” = 0, also

1= a’2 + a”2
also

0= a’2-a’ + a”2-a”
also

a92_a9 — (an2_a”) e Is mIn = 0
also

,2 ) ’72 E3)
a’“=a’unda”” -a”.

Damit sind a’ und a” identpotent. Weil I” und I’ echte Ideale sein sollen, sind a’ und a” beide von 1
verschieden. Wegen a’ + a” = 1 und beide von 1 verschieden, sind auch beide von O verschieden.
Damit ist bewiesen, daB} es in k[X] - {0,1} idempotente Elemente gibt, falls X unzusammenhzngend ist.

Sei umgekehrt aEA:= k[X] mit a2 =aund a von 0 und 1 verschieden. Dann gilt

(I-a)=1+a%-2a=1-a,

d.h. auch 1-a ist idempotent und von 0 und 1 verschieden. Sei

A’ :=Acaund A” := A«(1-a).
Dann sind A’ und A” beide k-Algebren (mit den Einselementen a’ := a bzw. a” := 1-a. Betrachten wir die
Abbildung
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(5)’" Seien X, ..., X, die irreduziblen Komponenten von X. Sind die X, paarweise

1’
disjunkt, d.h. XiﬂXj =@ furi # j, so ist die Abbildung

k[X] — k[Xl] X .. X k[Xs]’ f > (fIXI,..., fIXS)
ein Isomorphismus von k-Algebren. Summe und Produkt auf der k-Algebra
rechts seien koordinatenweise definiert..

A— A XA”, X (xa’,xa"”).
Dies ist ein Homomorphismus von k-Algebren. Dieser Homomorphismus ist injektiv: liegt x im
Kern, so gilt xa’ =0 = xa”, also
x=x*1=xa"+xa”=0+0=0.
Dieser Homomorphismus ist surjektiv: sei (xa’, ya”) vorgegben. Mit z = xa’ + ya” gilt (wegen a’a” =
0)
za’=xa’a’ +ya’a’ = xa’
za”=xa’a” +ya’a’ =ya’
Das Bild von z in A’xA” ist also das vorgegebene Element (xa’, ya”).

Sei
I’ :==ker(A—A’, x » xa’) und
I” :=ker(A—A”, X » xa").
Man beachte, wegen A’ = Aa C A und A” = Ab C A sind A’ und A” reduziert, also I’ und I” radikale

Ideale. d.h.

A’ = A/ =k[X’ ] mit X = V(") und

A” =A/l" =k[X”’] mit X" = V({”).
Die Surjektionen A — A’ und A — A” sind gerade die Einchrankungsabbildungen auf X’ bzw. X”.
Es gilt

I’ ml” — 0
(weil A — A’XA” injektiv ist). Wegen a” €I’ und a’€I” gilt
r+1r=A.

Beide Ideale sind echt, weil A’ und A” von O verschieden sind. Damit ist
X=V(0)=vVIrNr=va) Jva)
V) VA) =VI+I) =V(A) =D.

Weil I’ und I”” echte Ideale sind, sind V(I’) uund V(I”) nicht leer. Deshalb ist X unzusammenhangend.

3 Die Abbildung ist injektiv: liegt f im Kern, so ist fIX = 0 fur jedes i, also f = 0 auf

i
X = XIU...UX )
S
Die Abbildung ist surjektiv: Der Fall s = 1 ist trivial. Der Fall s = 2 wurde bereits in Aufgabe (4)(b)
behandelt. Induktionsschritt: Sei X’ = XZUUX . Zur Zerlegung X = XIUX’ existiert nach (4)(b)
S

ein Isomorphismus

~

K[X] —s KX DKIXL £ (L
!

X’)'

Nach Induktionsvoraussetzung hat man
k[X'] = k[X2] x .. xK[X ].
s

Zusammen erhalt man die Behauptung.
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1.3.5 Offene Hauptmengen

Sei X C k" eine algebraische Menge. Bisher haben wir nur Funktionen betrachtet, die

auf ganz X definiert sind. Wir werden jedoch auch Funktionen betrachten miissen, die
nur auf offenen Teilmengen definiert sind. In diesem Kontext (und in anderen
Zusammenhingen) spielen die folgenden offenen Mengen eine Rolle.

Fur jedes f € k[X] sei
D(f) := DX(f) ={xeXIf(x) #0}.

Die Mengen dieser Gestalt werden offene Hauptmengen von X genannt.

Bemerkungen
(i) Offene Hauptmengen sind tatsachlich offen:
D) =X - V(.
(i) Fur jedes f € k[X] gilt
D(f") = D(f)

fur n = 1,2,3,...
(iii)) Fur je zwei Funktionen f, g € k[X] gilt

D(fg) = D(f) () D(g).

1.3.6 Eigenschaften offener Hauptmengen
Sei X eine algebraische Menge.

(1) Fur Elemente f, g € k[X] sind folgende Aussagen dquivalen.
(2) D(f) & D(g).

(b) Es gibt eine naturlichen Zahl j mit f~l € g*k[X].
(i)) Die offenen Hauptmengen bilden eine Topologie-Basis der Zariski-Topologie,
d.h. fur jede offene Menge U C X und jeden Punkt x € U gibt es eine offene

Hauptmenge D mit
xeEDC U. (1)
Insbesondere ist jede offene Menge von X Vereinigung von offenen
Hauptmengen.

Beweis. Zu (i). () = (b). Mit D(f) C D(g) gilt V(g) C V(f) und mit 1.1.4 (3) auch
f € Vk[X] C Vgek[X].

also liegt eine Potenz von fin gek[X].
Zu (i). (b) = (a). Mit ] € gek[X] gilt
V(g) C V() = V(b),

also D(f) & D(g).
Zu (ii). Weil U offen ist, gibt es ein Ideal I C k[X] mit
U=X-V(.
Wegen x € U liegt x nicht in V(I), d.h. es gibt ein f € I mit f(x) # 0. Wegen f €1 gilt
V(1) C V),
also ist
xEDN=X-VH T X-V(I=U.
QED.
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1.3.7 Definitionskorper und F-Strukturen

Definitionskorper

Sei F C k ein Teilkorper des Korpers k. Dann heiBt F Definitionskorper einer

abgeschlossenen Menge X C k", wenn das Ideal I(X) von Polynomen mit
Koeffizienten aus F erzeugt wird.”* Die F-Algebra

F[X] := FITVIX)(FIT]

heiBt dann Koordinatenring von X uber F.

Bemerkungen

Sei F ein Definitionskorper der abgeschlossenen Menge X C k™.
(1)  Die Zusammensetzung

h:F[T] & K[T] — K[X] f 1> £ fly

der naturlichen Einbettung von F[T] in k[T] mit der Einschrankungsabbildung auf
X induziert einen Isomorphismus

F[X] — Im(h) = {Einschrankungen der f € F[T] auf X}.
(i) Wir setzen
[(X) = IC)MF(T]
und betrachten das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen.

0— I(X) — k[T] — k[X] —0

r 1 1

0— I(X) — F[T] — F[X] —0

Die rechte obere Abbildung ist dabei ein Homomorphismus von k-Algebren, die
rechte untere ein Homomorphismus von F-Algbren. Die vertikalen Abbildungen
in der Mitte und rechts sind Homomorphismen von F-Algebren.

Wir tensorieren die untere Zeile mit k uber F und erhalten ein kommutatives

Diagramm, welches ebenfalls exakte Zeilen besitzt.
0— IX) — KTl — kIX] —0
K [ T
0— k®FIF(X) — k®FF[T] — k®FF[X] —0
Die Vertikalen Abbildungen sind dabei bijektiv.

Beweis. Zu (i). Der F-Algebra-Homomorphismus h hat als Kern gerade den
Durchschnitt I(X)(F[T]. Die Aussage folgt aus dem Homomorphie-Satz.

Zu (i1). Der Homomorphismus (3_in der Mitte ist ein Isomorphismus. Der Polynomring

F[T] ist besitzt als F-Vektorraum die Potenzprodukte der

Tl""’Tn

32 Eine etwas niher liegende Definition wiirde nur fordern, daB es eine Menge M C F[T] von
Polynomen mit Koeffizienten aus F gibt mit X = V(F). Es gibe dann sehr viel mehr Definitionskorper,
aber wir wiren gezwungen, uns mit affinen Koordinatenringen zu beschiftigen, welche nilpotente
Elemente enthalten.
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als Basis. Deshalb besitzt k®FF[X] als k-Vektorraum dieselben Potenzprodukte™ als

Basis. Auch k[T] besitzt diese als Basis iiber k. Die Abbildung f3 ist aber k-linear und
uberfuhrt jedes dieser Potenzprodukte in sich, bildet also eine Basis in eine Basis ab,
und ist deshalb bijektiv.

Der Homomorphismus o _links ist ein Isomorphismus. Als Einschrankung des

Isomorphismus 3 auf IF(X) ist a injektiv. Der Isomorphismus {3 bildet Ideale in Ideale
ab. Das Bild von IF(X) ist deshalb ein in I(X) enthaltenes Ideal, welches ein

Erzeugendensystem von I(X) enthalt’*, d.h. es ist gleich I(X).
Der Homomorphismus y rechts ist ein Isomorphismus. Das folgt aus der Exaktheit der

Zeilen und der Bijektivitat von o und . Explizit: liegt x im Kern von vy, so besitzt x ein
Urbild y im Definitionsbereicht von 3, welches von 3 in das Ideal I(X) abgebildet wird.
Deshalb liegt y im Definitionsbereich von a. Sei Bild x ist dann aber gleich Null. Wir
haben gezeigt, y ist injektiv.

Sei jetzt z aus k[X]. Wegen der Exaktheit der oberen Zeile gibt es ein Urbild in k[T].
Weil p bijektiv ist, gibt sogar ein Urbild w in k@FF[T]. Das Bild dieses Urbilds w im

Definitionsbereich von y wird nach Konstruktion durch y in z abgebildet. Wir haben

gezeigt, v ist surjektiv.
QED.

F-Strukturen
Seien A eine affine k-Algbra und F C k ein Teilkorper. Eine F-Struktur auf A ist eine
endlich erzeugte F-Teilalgebra AF C A mit der Eigenschaft, daB der induzierte k-

Algebra-Homomorphismus
k®FAF —> A, c®f b cef,

ein Isomorphismus ist. Im Fall A = k[X] heif3t AF auch F-Struktur auf X und wird mit

F[X]
bezeichnet. Wir werden manchmal auch vom Koordinaten-Ring von X uber F
sprechen, wenn klar ist welche F-Struktur von X gemeint ist. Die Menge

X(F) := { F-Algebra-Homomorphismen F[X] — F }

heifit Menge der F-rationalen Punkte von X (bezuiglich der gegebenen F-Struktur von
k[X]).

Sei allgemeiner V ein k-Vektorraum (der nicht endlich-dimensional zu sein braucht).
Eine F-Struktur von V ist ein F-linearer Unterraum VF C V mit der Eigenschaft, daB

die induzierte k-lineare Abbildung
k®FVF —V

ein Isomorphismus ist.

3 Genauer: die Elemente der Gestalt 1®u, u ein Potenzprodukt der Tl,..., T.
n

3 denn F soll ein Definitionskorper von X sein.
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Sei jetzt V ein k-Vektorraum mit F-Struktur V_. Man sagt dann, ein k-linearer

F
Unterraum V’ C 'V ist definiert iber F, wenn der Durchschnitt V’ﬂVF den Unterraum

V’ uiber k erzeugt.
Bemerkungen

(i) Sei FCX ein Definitionskorper von X und
AF = F[X] = FITI/I(X)(FIT]
die in 1.3.7 beschriebene F-Struktur von k[X]. Dann kann man die Menge
X(F) := HomF_ Alg(F [X], F)

der F-rationalen Punkte von X identifizieren mit der Menge der Punkte von X C

k™, deren Koordinaten in F liegen: die Abbildung
F'O X — XE). p » (- f(p),
ist bijektiv.
(1) Ist AF eine beliebige F-Struktur von X, so kann man X in solcher Weise in einen
k™ einbetten, sagen wir
X — Y C K™,
dal F ein Definitionskorper der algebraischen Menge Y ist, fur den die in 1.3.7
konstruierte F-Struktur gleich AF ist. Insbesondere ist die Abbildng von (1),

F'Y — Y(F),p » (f » f(p))
bijektiv.

(iii) Seien V ein k-Vektorraum mit F-Struktur VF und V’CV ein k-linearer

Unterraum. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(a) V'’ ist definiert iiber F.

(b) V’ﬂVF ist eine F-Struktur von V’.
Beweis.Zu (i). 1.Schritt: der Fall F = k.

Nach der Bemerkung 1.3.2 definiert jedeer Punkt p&X einen k-Algbra-
Homomorphismus

dessen Kern das maximale Ideal M_ der in p verschwindenden Funktionen von k[X]

ist. Umgekehrt ist der Kern jedes k-Algebra-Homomophismus
e:k[X] — k

ein Ideal M = ker(g), dessen Restklassenring ein Korper k[X]/M = k ist, d.h. ein
maximales Ideal von k[X], also nach 1.3.3 (i) von der Gestalt

M= Mp mit p € X.
Die Abbildung
Y:X — X(k) =Hom, ,, g(k[X], k), p » (f» f(p)),
ist somit surjektiv. Sie ist injektiv, denn fur je zwei verschiedene Punkte p, gE€X gibt es
ein i mit der Eigenschaft, daf} die i-ten Koordinaten von p und q verschieden sind,
Xi(p) #= Xi(q), X, 1= TiIX.
Also ist
Y(P)x) =x.(p) # x.(q) =P()(x,)
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also

Y(p) #= Y(q).
2. Schritt. der allgemeine Fall.

Sei p € X ein Punkt mit Koordinaten aus F. Jedes f € F[X] = F[T]/I(X)( \F[T] ist
dann die Einschrankung

f=1 IX

eines Polynoms T mit Koeffizienten aus F. Insbesondere gilt f(p) = ?(p) € F. Damit
ist die Abbildung

F'NOX — XB). £ (& f(p)).
wohldefiniert. Als Einschrankung der bijektiven Abbildung vy des ersten Schritts ist sie
injektiv.
Wir haben noch die Surjektivitat der Abbildung zu beweisen. Sei also ein Element von
X(F) vorgegeben, sagen wir der F-Algebra-Homomorphismus

o:F[X] — F.
Durch a ist ein kommutatives Diagramm definiert:
k[X] —Y> k
FIX]® -k £> F®_k
F F
U U
o
FIX] — F

Dabei sei 3 die Abbildung a®1. Dies ist ein k-Algebra-Homomorphismus. Weil die
oberen vertikalen Abbildungen Isomorphismen sind, gibt es damit einen k-Algebra-

Homomorphismus vy, fur den das obere Viereck kommutativ ist. Weil k algebraisch

abgeschlossen ist, ist der Kern von y von der Gestalt Mp mit
Py
p = “ee E X g kn,

Py

und vy ist die Abbildung mit y(f) = f(p) fur jedes f € k[X]. Nun ist aber o gerade die
Einschrankung von y auf F[X], d.h. es gilt auch

a(f) = y(f) = f(p) fur f € F[X] C k[X].
Insbesondere gilt fur die Einschrankungen X, 1= TilX der Koordinatenfunktionen

a(x,) =x.(p) = T.(p) = p,.
Weil die Werte von a in F liegen, gilt p; € F fur jedes i, d.h. die Koordinaten von p

liegen in F. Wir haben gezeigt, die F-rationalen Punkte von X entsprechend der obigen
Definition sind Punkte von X, deren Koordinaten in F liegen.

Zu (i1). Die vorgegebene F-Struktur von X ist nach Definition eine endlich erzeugte F-
Teilalgebra, sagen wir

Ap =Fly oy 1= FIUVT C kIX]



36

mit Unbestimmten U = Ul”"’Um’ einem Ideal I C F[U] und Y = Ui mod 1. Aus der

exakten Sequenz

0—I1—FU —A.—0

F
erhalten wir durch Anwenden des Funktors k®F die Exaktheit der Sequenz

o
0— k®FI — k®FF[U] — k®FAF —0

Bl= v]=
k[U] k[X]
Der Isomorphismus

pB: k®FF[U] — k[U], c®f i f,
besteht, weil ® mit direkten Summen kommutiert und k®FF = k gilt. Der
Isomorphismus

Y: k®FAF —> k[X],c®Rf » 1,

besteht, weil A, eine F-Strutur von X ist. Wenn wir diese Isomorphismen verwenden,

F
um die jeweiligen Definitionsbereiche mit dem zugehorigen Bildern zu identifizieren, so
erhalten wir eine exakte Sequenz

0— k®FI — k[U] i) k[X] — 0
mit
S(UY =@ (U)
= Y((1®U))

=1(1®y)
Wegen der Surjektivitit von 6 wird k[X] von den yiEF[X] uber k erzeugt. Sie
definieren also eine Abbildung
y,(P)
vy X—k%pes| . |
Y, (P
welche X mit einer algebraischen Menge Y C k™ identifiziert (vgl. Bemerkung
1.3.1(iii)), und der Kern von 9 ist gerade das Ideal dieser algebraische Menge
I(Y) = Ker(d) = k®FI.
Wegen I(Y) = k®FI wird das Ideal I(Y) von Polynomen aus I erzeugt, d.h. von

Polynomen aus F[U]. Deshalb ist F ein Definitionskorper von Y und
F[Y] := F[U)/I(Y)(F[U]

ist die zugehorige F-Struktur auf Y. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen
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0
0— I(Y) — k[U] — k[X] —0

U U U

0— I — F[Ul— A, —0

F
aus dem wir ablesen:

I= Ker(éIF[U]) =Ker(8) () F[U] = I(Y) () F[U]

also
AF =F[UJ/I = F[U)/ I(Y) () F[U],
d.h. AF ist die zum Definitionskorper F von Y in 1.3.7 konstruierte F-Struktur von Y.
Zu (iii). Aus dem kommutativen Diagramm
vV oV
I 1
V’ﬂVF SV

erhdlt man durch Tensorieren der unteren Zeile mit k uber F ein kommutatives
Diagramm
\% SV
k@F(V ﬂVF) S k®FVF
dessen rechte vertikale Abbilung ein Isomorphimus ist (weil VF eine F-Strukur von V
ist). Wegen der Kommutativitat des Vierecks ist mit der rechten vertikalen Abbildung

auch die linke vertikale Abbildung injektiv (weil die untere horizontale Abbildung es
ist).

(a) = _(b). Nach Voraussetzung wird V’ von V’ﬂVF als k-Vektorraum erzeugt. Damit
ist die linke vertikale Abbildung auch surjektiv, also ein Isomorphismus. Das bedeutet
aber, V’(]VF ist eine F-Struktur von V’.

(b) = (a). Nach Voraussetzung ist die linke vertikale Abbildung ein Isomorphismus,

also insbesondere surjektiv. Dann wird aber V’ von V’ﬁVF als k-Vektorraum erzeugt,

d.h. V’ ist tiber F definiert.
QED.

1.3.8 Die F-Topologie
Seien F C k ein Teilkorper, X eine algebraische Menge und F[X] eine F-Struktur der
k-Algebra k[X]. Eine abgeschlossene Menge Y C X heit F-abgeschlossen, wenn es
ein tiber F definiertes Ideal I C k[X] gibt

k@ INFIXD) — T,

35

% Springer stellt in seinem Buch die strengere Forderung, daf das Ideal IX(Y) uber F definiert sein soll.

Das ist problematisch, denn dann bilden die F-offenen Mengen nicht notwendig (wie behauptet) eine
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Y =V({D).

Eine Teilmenge von X heif3t F-offen, wenn sie das Komplement einer F-
abgeschlossenen Menge ist.

Bemerkungen

Topologie: seien k ein Korper der Charakteristik 2 und F (C k ein echter Teilkorper, fur welchen es ein

Element a € k-F gibt mit aZEF. Zum Beispiel sei
F=F
,™®)

der rationale Funktionen-Korper des Korpers ]F2 aus zwei Elementen und k die algebraische

AbschlieBung der rein inseparablen Erweiterung F(‘\/;) von F. Die naturliche Einbettung von F in k
definiert eine Einbettung der Polynom-Ringe

F[x, y] C k[x, y],
und F[x, y] ist eine F-Struktur von k[x, y]. Betrachten wir die Polynome

f:=y+x2 -azundg:=y.
Sie liegen in F[x,y] und sind als lineare Polynome sowohl irreduzibel in F[x,y] als auch in k[x,y]. Sie
erzeugen deshalb Primideale in beiden Ringen.
Mit

X:=V{)und Y := V(g)
gilt
I(X) = fok[x,y] und I(Y) = g*k[X,y].

Auferdem ist

I(Y)(MFIx, y] = g°FIx,y], *)
denn ein Element der linken Seite hat als Polynom in y das Absolutglied O, liegt also in der rechten
Seite. Die Transformation

2 2
X X,y y+x -a

definiert einen Automorphismus von k-Algebren auf k[x,y] und einen Automorphismus von F-
Algebren auf F[x,y]. Durch Anwenden dieses Automorphismus auf (*) erhalten wir

I(X)MFIx, y] = f-F[x.y], (**)
Aus (*) und (**) lesen wir ab, daf die Ideale I(X) und I(Y) definiert sind tiber F, d.h. die Mengen X und
Y sind F-abgeschlossen in k™. Betrachten wir deren Durchschnitt.
Es gilt
XY = VAKHI(Y) = V(. g) = V(3. x*-a%) = V(y, x-a).

Das letzte Gleichheitszeichen besteht, weil die Charakteristik von k gleich 2 ist, also x2-a2 = (x-a)>
gilt. Weil das von y und x-a erzeugte Ideal maximal ist, also ein Primideal, also ein radikales Ideal,
folgt
I(XMY) = (v, x-a)*k[x,y].
Dieses Ideal wird nicht von Elementen aus F[x,y]: andernfalls wiirde (x-a)<k[x] von Elementen aus F[x]
erzeugt (man gehe zu den Restklassen modulo y tber oder setze y = 0). Weil F[x] ein Hauptidealring
ist, wurde folgen
(x-a)*k[x] = hek[x] mit hEF[x].

Weil h ein Teiler von x-a ist, mufl h linear in x sein, d.h. h = x-b mit bEF. Auflerdem gibt es ein
Polynom in ¢€k[x] mit x-a = +(x-b). Dieses Polynom ¢ muB den Grad 0 haben, also eine Konstante
sein. Vergleich der hochsten Koeffizienten zeigt, ¢=1,dh x-a=xb,dh.a=bEF im Widerspruch
zur Wahl von a. Dieser Widerspruch zeigt, I(X(Y) = (y, x-a) ist nicht tiber F definiert, d.h. X()Y ist

nicht F-abgeschlossen. Der Durchschnitt der beiden F-abgeschlossenen Mengen X und Y ist nicht F-
abgeschlossen. Die F-abgeschlossenen Mengen sind somit nicht die abgeschlossenen Mengen eines
topologischen Raums.
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Sei X C k" eine algebraische Menge und F[X] eine F-Struktur von k[X].

(1)  Die F-offenen Mengen definieren eine Topologie auf X, welche F-Topologie
heif3t.

(i) Beispiel: Die offene Hauptmenge D(f) ist F-offen, wenn f € F[X] gilt.

(iii) Die F-offenen Hauptmengen bilden eine Topologie-Basis der F-Topologie.’

(iv) Jede F-offene Menge ist Vereinigung von endlich vielen F-offenen
Hauptmengen.”’

Beweis. Zu (i). (vgl. 1.1.2).

Schritt (a). X und & sind F-abgeschlossen.

Es gilt IX(X) = {0}. Dieses Ideal wird als k-Vektorraum von

IX(X)ﬂF[X] = {0}
erzeugt, d.h. IX(X) ist iber F definiert, d.h. X ist F-abgeschlossen.

6

Weiter gilt IX(@) = k[X]. Dieses Ideal wird als k-Vektorraum von
IX(@)ﬂF[X] = F[X]
erzeugt (weil k®FF[X]—>k[X] surjektiv ist)*®, d.h. IX(Q) ist uber F definiert, d.h. &

ist F-abgeschlossen.

Schritt (c). Mit A, B C X ist auch A|_JB F-abgeschlossene Teilmengen von X.

Nach Vorausetzung gibt es tiber F definierte Ideale I und J mit
A =V({)und B =V(J).

Nach der Bemerkung von 1.3.7 sind dann I \F[X] und J("\F[X] F-Strukturen der
Ideale I bzw. J, d.h. die Einschrankung des Isomorphismus

cp:k@FF[X] — k[X], c®f  cf,
auf J(A) := I \F[X] und J(B) := J(F[X] induziert Isomorphismen

k®F J(A) i I bzw. k®F J(B) i J,
Im Tensorprodukt k®FF[X] gilt
k®F(J(A) N IB)) = k@FJ(A) N k®F J(B)
also
Pk@LUA) M J(B)))= PkOLIA) M k®p I(B))
= cp(k@FJ(A)) N cp(k®F J(B)) (weil @ bijektiv ist)
=1\J (siehe oben)

Das Ideal I )JJ von VI(J) = VIDIUV(J) = AUUB wird also als k-Vektorraum erzeugt
von

J(A) (N I(B) =IMJMFIX]
Wir haben gezeigt, I( )] ist definiert tiber F, d.h. A{_B ist F-abgeschlossen.

%% Sogar die Mengen der Gestalt D(f) mit fEF[X].
7 Sogar von Mengen der Gestalt D(f) mit fEF[X].
% es ist sogar ein Isomorphismus.
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Schritt (d). Sei {Xa}a cA eine Familie von F-offenen Teilmengen von X. Dann ist
auch ﬂa e Xo F-offen in X.

Nach Voraussetzung (und der Bemerkung von 1.3.7) gibt es fur jedes a €A uber F
definierte Ideale

Ia C k[X], IaﬂF[X] enthilt eine k-Vektorraum-Basis von Ia

mit
VI )=X furjedes aEA.
o a
Es folgt
maEA Xoc - maEA V(Ioc) =V 2 Ia)'
aEA

AuBerdem gilt fur jedes aEA

I NFXIC SI NFXIC 31
aEA aEA
Fur jedes a€l enthalt die Menge links eine k-Vektorraum-Basis von Ioc' Dasselbe gilt

deshalb auch fur die Menge in der Mitte. Der von dieser Menge in der Mitte erzeugte k-

Vektorraum enthilt also I(x' Da dies fur jedes a €A gilt, enthilt er auch Y I(x' Damit
aEA

ist ¥ I uber F-definiert, d.h.
a
aEA

mocEA on > I(x)'
aEA

ist F-abgeschlossen.
Zu (ii). Wegen f € F[X] ist feF[X] ein Ideal von F[X] welches das Polynom f enthalt.
Dann ist aber der von f+F[X] erzeugte k-Vektorraum ein Ideal von k[X], welches das
Element f enthélt und in fek[X] enhalten ist. Deshalb ist der von feF[X] erzeugte k-
Vektorraum gleich f*k[X].”” Wir haben gezeigt,

fek[X] ist definiert tiber F.
Damit ist V(f) F-abgeschlossen, also D(f) = X - V(f) F-offen.
Zu (iii) und (iv). Es reicht, (iv) zu beweisen. Sei U C X eine F-offene Menge. Dann
ist X-U F-abgeschlossen, also von der Gestalt

X-U = V(fl""’fr) mit fiEF[X]
fur jedes i. Dann gilt aber

X - U= V({EHN..NV(E)

¥ Alternative Argumentation: f*F[X] wird tiber F erzeugt von den Produkten der Gestalt
feu,
wobei u die Einschrankungen auf X der Potenzprodukte der Tl,...,T durchlauft. Uber k erzeugen die
n

feu das Ideal fek[X].
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also
U =X - (X-U)

= X - V(fpN.-NV(E)
= (X - VU UX-V(E))
= D(fHU-..UD().

Die Hauptmengen D(fi) sind wegen fiEF[X] nach (ii) F-offen.
QED.

1.3.9 Aufgabe

Seienk = C, F = R und k[X] =K][T, U]/(T2+U2 - 1). Wir bezeichnen mit t und u die
Einschrankungen von T bzw. U auf X. Zeigen sie,

R[t, u] und R[ia, ib]
sind unterschiedliche R-Strukturen von X. Hinweis: man betrachte die Mengen der
rationalen Punkte).
Beschreibung der Situation

Fur jede reelle Zahl ¢ liegt T2+U2 - | im Kern der Abbildung
k[T, U] — k, f(T, U) » f(cos g, sin @).
Deshalb induziert diese einen Homomorphismus von k-Algebren
k[X] = k[T,U]/(T2+U2 - 1) — k, Restklasse von f i f(cos g, sin ).
Fur Polynome mit reellen Koeffizienten erhalten wir dabei Bilder, die in R liegen. Die
Einchrankung auf R[T,U)/I(X)(R[T,U] ist somit ein R-rationaler Punkt. Wir erhalten

so fur jedes ER einen R-rationalen Punkt.
Sei jetzt ein R-rationaler Punkt
RAT,iUVIC)MR[IT,iU] — R

gegeben. Wir wenden den Automorphismus von k[T, U] an mit T i iT und U i iU
und erhalten so einen R-Algebra-Homomorphismus
R[T, UJ/(T2+U2 + 1)-C[T,U]R[T,U] —s R.
Die Zusammensetzung
R[T, U] — R
mit der natuirlichen Surjekion auf den Faktorring ist ein R-Algebra-Homomorphismus,

welcher das Polynom T2+U2 + 1 in die Null abbildet. Dieses Polynom besitzt aber
keine reellen Nullstellen, d.h. einen solchen R-Algebra-Homomorphismus gibt es

nicht. Die zweite R-Struktur besitzt also keine rationalen Punkte, wahrend die erste
viele solche Punkte besitzt. Die beiden Strukturen miissen verschieden sein (sie sind

nicht isomorph: sind o: R[t,u]—k[X] und B: R[it,iu]l—>k[X] die beiden natuirlichen
Einbettungen, so gibt es keinen R-Algebra-Isomorphismus
v: R[t,u]l—R[it,iu], fur welchen des Diagramm

R[t,u] —Y> R[it,iu]

aN\ B
CIX]
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kommutativ ist.
Uber den reellen Zahlen beschreibt die erste R-Struktur den Einheitskreis,

X:T2+U% =1,
und die zweite R-Struktur die leere Menge,
Y: T2 + U2 =-1.

Uber den komplexen Zahlen beschreiben beide Gleichungen die Riemannsche

1
Zahlenkugel P C aus welcher zwei Punkte P> Py entfernt wurden. Fugt man die
beiden fehlenden Punkte zu X hinzu, so kann man die Identifikation von X mit dem

1
IP)(C durch die folgenden Abbildungen realisieren.

1 @ ) 2 2
-— = =
]P’@?XU{PI,PZ} {IW,T,U] I T"+U" =W }QPX
mit
@([s,t]) = [t2+32, t2 - sz, -2st]
[W-T,-U] fur WZT
Y(W,T,U]) := ,
[-U, W+T] fur W#-T
Die Abbildung  ist wohldefiniert, denn fur W # T gilt
[W-T,-U]  =[(W-T)«(W+T), -Us(W+T)]
= [W2-T2, U«(W+T)]
[U2, -Us(W+T)] (wegen T2+U2 = W)
[U, -(W+T)]
= [-U, W+T].
Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert, d.h. das Bild von @ liegt tatsachlich in der Menge
mit der Gleichung T2+ U%2-W2=0:
(t2-52)2 + (-25) - (24s2)2
= t4+s4 - 252t2 + 452t2 - (t2+32)2
t4+s4 + 232t2 - (t2+32)2
0.
Die beiden Abbildungen sind invers zueinander:
(sl =y([t2+sZ, 2 - s, 2st])
[252, 2st] bzw. [2st, 2]
[s.t]
e(W([W,T,U]))= o([W-T,-U]) bzw. ¢([-U, W+T])
= [UZ+(W-T) 2,UZ(W-T) 2, 2(W-T)~U]
bzw. [((W4T) 24U2, (W+T) 2-U2, 2U+(W+T)]
=0 (W2 T24H(W-T) 2, W2-T2(W-T) 2, 2(W-T)~U]
bzw. [(WHT)2+W2-T2, (W+T) 2-(W2-T2), 2U~(W+T)]
=41 [W+T+(W-T),W+T-(W-T), 2U]
bzw. [(W+T)+W-T, (W+T)-(W-T), 2U]
=[2W,2T, 2U]
= [W,T, U].

2 2

0 es gilt T2+UZ = W2, also U2 = W2 - T2,
! der gemeinsame Faktor W-T bzw. W+T 148t sich kiirzen.
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1.4 Regulare Funktionen und geometrische Raume®

1.4.1 Regulare Funktionen auf algebraischen Mengen

Seien X C k™ eine algebraische Menge, x € X ein Punkt und U C X eine offene
Umgebebung von x. Eine Funktion

f:U—k

heiflt reguldr im Punkt x, wenn es Funktionen g, h € k[X] und eine offene Umgebung
V von x gibt, die ganz in U enthalten ist,
xeVCU,
mit
= 8X) , it iedes x°
f(x’) = h(x") und h(x’) # 0 fur jedes x> € V.
Man sagt, die Funktion f ist regular auf der Menge U, wenn sie reguldr ist in allen
Punkten von U. Die Menge der regularen Funktionen auf U wird mit

0,,(U)
oder auch abkurzend mit
o)
bezeichnet.
Bemerkungen

(i)  Produkt und Summe von zwei regularen Funktionen auf der offenen Menge U
sind wieder regulare Funktionen auf U. Die Elemente von k sind regulire
Funktionen auf U. Deshalb ist

05 (U)

eine k-Algebra.
(i) Manchmal wird es bequem sein, wenn OX(U) auch fur die leere Menge U

definiert ist. Wir vereinbaren deshalb, daf in diesem Fall die Menge
05(@) = {0}

aus dem einzigen Element Null bestehen soll - auch wenn wir so keine k-Algebra
erhalten wie im Fall der nicht-leeren Mengen U.

(i11) Sind U und V nicht-leere offene Teilmengen einer algebraischen Menge X mit
uCv,

so definiert die Einschrinkung auf U einen k-Algebra-Homomorphismus*’

OV) — 0U), f » fIU .

(iv) Seien U C X eine offene Teilmenge einer algebraischen Menge X und
U= UaEA Uoz
eine offene Uberdeckung von U. Weiter sei fur jedes €A eine regulare Funktion
foc S O(Ua)

2 Im Englischen ‘ringed spaces’. Zur Bezeichnung ‘geometrischer Raum’ sieche Demazure, M., Gabriel,
P.: Groupes algébriques, Masson & Cie, Paris 1970, Band I, Kapitel 1, §1, No.1, Definition 1.1.
* Im Fall U = & vereinbaren wir fIU = 0. Wir erhalten auf diese Weise zwar keinen k-Algebra-

Homomorphismus, aber immerhin noch eine wohldefinierte Abbildung.



44

derart gegeben, daB fur je zwei Indizes o, BEA gilt**

£ =f | .
aUaﬂUB BUaﬂUﬁ

Dann gibt es genau eine regulare Funktion

f e O(U) mit fIU = fa fur jedes aEA.
a

1.4.2 Garben von Funktionen
Sei X ein beliebiger topologischer Raum. Wir nehmen an, fur jede offene Menge

UC X

ist eine k-Algebra F(U) gegeben, die aus Funktionen f: U — k besteht, wobei die
Bedingungen (ii1) und (iv) von Bemerkung 1.4.1 - die wir Garbenaxiome nennen

wollen - erfullt sind. Wir sagen dann, F ist eine Garbe von Funktionen mit Werten in k.
Ist X C k" eine algebraische Menge, so ist die in 1.4.1 defininierte Zuordnung
Up OX(U)

eine Garbe. Diese heifit die Garbe der regularen Funktionen auf X.

Ein Paar (X, O) bestehend aus einem topologischen Raum und einer Garbe von
Funktionen mit Werten in k heiflt geometrischer Raum tiber k. Die Garbe O hei3t dann
Strukturgarbe des geometrischen Raums.

Seien (X, O) ein geometrischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Dann definiert der
geometrische Raum (X, O) auf Y wie folgt die Struktur eines geometrischen Raums,

der mit
(Y, OIY)

bezeichnet wird und der induzierte geometrische Raum heif3t. Die geometrischen Raume
dieses Typs heilit auch geometrische Unterraume von X. Wir versehen Y mit der
Unterraum-Topologie von X und haben noch die Garben OIY zu definieren. Fur jede

offene Teilmenge U C Y sei
OIY(U)
die Menge der Funktionen
f:U—k
mit der Eigenschaft, daf} es eine Uberdeckung von U gibt durch offene Teilmengen Ua

von X, sagen wir

ve UOLEA UOL’

und Funktionen fa € O(Uoc) mit
a a

fur jedes aEA.
Aufgabe

* Diese Bedingung ist automatisch erfullt, wenn UOL und U , disjunkte Mengen sind: beide Seite sind

B

nach Definition gleich Null.
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OIY ist tatsachlich eine Garbe von Funktionen mit Werten in k.*’

*> Wir haben zu zeigen, daB die Bedingungen (ii) und (iii) von Bemerkung 1.4.1 erfullt sind.
Zu Bedingung (ii).
Seien nicht-leere offene Teilmengen U und V von Y gegeben mit U C V und sei

fe 0l_(V).
Y
Nach Voraussetzung gibt offene Teilmengen U von X, aEA und Funktionen
a

foc € O(Ua) mit ﬂVﬂU = fothﬂU fur jedes €A und V C UOLEA U(x' Wegen UCV gilt dann
a a
erst recht

fl =f

AU oclUﬂU fur jedes a€EA und U C |
o a

U s
oA o
d.h. es ist

fl. € 0l_(U).
U Y( )

Damit ist die Einschrankung auf U,

Ol_(V Ol U),f fl_,
Y( ) — Y( ), f U
wohldefiniert (und ein k-Algebra-Homomorphismus).

Zu Bedingung (iii). Seien U eine offene Teilmenge von Y und

U= U
UaEA o

eine Uberdeckung von U durch offene Teilmengen U von Y. Fur jedes aEA sei eine Funktion
a
f €0Il_(U
a Y( (x)

gegeben. Es gelte
f

I =f | .
oaU MU BpU MU
a P a P
fur je zwei a, BEA. Auf Grund dieser Bedingungen gibt es genau eine Funktion
f: U — k mit fIU =f . Wir haben zu zeigen,
o

o

Nach Definition von OIY gibt es fur jedes aEA eine Familie
v 3

o,i" 1€l
a
von offenen Teilmengen von X und fur jedes i€l , a €A, eine Funktion
o

f  eov )
o,i o,i
mitU C . V _und
o i€l o,
a

f |
oU MV .
a a

,1

=f |
il NV .
o o,i
fur beliebige aEA und i€l .
o

Als offene Teilmenge von Y hat U die Gestalt U =Y( |V mitV offenin X. Wegen U C V
a o a a o

o

konnen wir die offenen Mengen V | durch deren Durchschnitte mit V  ersetzen, ohne daf} eine der
ol a

obigen Bedingungen, welche die V. erfullen sollen, verletzt wird. Wir kbnnen so erreichen, daf
oLl

zusatzlich gilt

also
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1.4.3 Affine algebraische Varietaten
Seien X C k" eine algebraische Menge und (‘)X die in 1.4.1 definierte Garbe der

regularen Funktionen auf X. Dann ist (X, OX) ein geometrischer Raum. Die

geometrischen Raume dieser Gestalt heilen affine algebraische Varietiten tiber k oder
auch affine k-Varietaten. Im folgenden werden wir meistens die Garbe (‘)X weglassen

und von X als einer affinen algebraische Varietit sprechen, wobei wir uns auf OX

beziehen werden als der Strukturgarbe von X.

Im Fall X = k™ werden wir den zugehorigen geometrischen Raum (X, OX) mit

An
bezeichnen und diesen den affinen n-dimensionalen Raum oder auch kuirzer den affinen
n-Raum nennen.
Bemerkungen

(i) Im folgenden werden wir sehr of zu einem gegeben Punkt x € X die in einer

Umgebung von x regularen Funktionen zu betrachten haben, wobei wir zwischen
zwei Funktionen, die in einer Umgebung von x gleich sind, keinen Unterschied
machen werden.

(i) Etwas formaler ausgedriickt werden wir Aquivalenzklassen von reguldren
Funktionen betrachten. Zwei in einer Umgebung von x regulire Funktionen
werden als 4quivalent angesehen, wenn sie in einer Umgebung von x
ubereinstimmen. Eine solche Aquivalenzklasse heilt Keim im Punkt x. Zwei in

unv . =U\V NV . (wegen V. C V)
Qa1 o a,l1 a,l o
= UﬂYﬂVaﬂVa . (wegen U CY)
=UNU NV . (wegenU =YV )
o oo o a
= U V U = U s
otm o,i (wegen UocEA oc)
d.h.
UMV .=U MV . fur jedes a€A und jedes i€l (*)
oi o oo o

Weildie V _ fur jedes feste o die Menge U  uiberdecken, gilt
o o

gl

U= U C vV ..
UaEA OL_UOLEA UiEI oLl
a
AuBlerdem ist
fl = (1l |
vy TN lv v
o o,i a o o,i
Zf(xlU Av (nach Wahl von f)
o ol
=f | h Wahl der f
@il OV (nac ahl der Ot,i)
o a,i

fur jedes €A und jedes iEIa' Wegen (*) konnen wir in der obigen Rechnung UaﬂVa . durch
i

s

UV . ersetzen:
o

)

1l =f | 8 .e OV ).
Uunv . o,iUNV . ai ( a,l)
o,i a,

Dadie V | eine offene Uberdeckung von U bilden, folgt
i

)

fE01 ().
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einer Umgebung von x regulare Funktionen haben denselben Keim, wenn sie in
einer Umgebung von x ibereinstimmen. Die Menge der Keime regularer
Funktionen auf X im Punkt x wird mit

0 oder auch OX

X, X
bezeichnet. Der Keim einer in einer Umgebung von x reguldren Funktion f wird
meist mit
[f] oder [f] «
bezeichnet.

Sind f und g in einer Umgebung von x € X reguldre Funktionen, so hiangen

[f+g] und [f-g]
nur von den Aquivalenz-Klassen von f und g ab. Die Definitionen
[f] + [g] := [f+g]

[f]-[g] := [feg]
sind korrekt. Auf diese Weise wird OX zu einer k-Algebra und fur jede offene

b

Umgebung U C X von x wird die Abbildung

zu einem Homomorphismus von k-Algebren.
Zwei regulare Funktionen mit demselben Keim in x haben in x denselben Wert.
Wir konnen deshalb diesen Wert, als Wert des Keims in x definieren, d.h. jedes

Element [f] € O hat in x einen wohldefinierten Wert

X,x
[f1(x) := f(x).
Die Menge der Elemente von OX X mit dem Wert O wird mit
mX’X ={fe OX,X | f(x) =0}

bezeichnet. Diese Menge ist gerade der Kern des k-Algebra-Homomorphismus

OXX—>k,f|—> f(x).

Dieser k—Algebra—Homomorpflismus ist surjektiv, d.h. der Faktorring

oX,x/mX,X =k

ist ein Korper und m ist ein maximales Ideal von O, .
P X,X X, X

Sei f eine in einer Umgebung von x reguldre Funktion mit f(x) # 0, d.h.
[f] € OX,X - mX’X.

Dann ist die Funktion %in einer Umgebung von x definiert und dort regular. Es
gilt
1 1 .
[fl+[£] = [f++] = [1] = Einselement von OX,X'

Jedes Element von O -m ist eine Einheit,
X,X X,x

*
OX,x ) mX,x - OX,X
ist die Gruppe der Einheiten von O X x Insbesondere muf} jedes echte Ideal von

0 | ganz in m

X, X liegen, d.h.

X,

m ist das einzige maximale Ideal von .
X,Xsdse zige maximale Ide OOXX

9
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Kommutative Ringe mit 1, die genau ein maximales Ideal besitzen heiflen lokale
Ringe. Speziell OX X heiBt lokaler Ring von X im Punkt Xx. Alternative

Bezeichnung: O « hei3t Halm der Garbe (‘)X im Punkt x.

X,
(vi) Bei der Untersuchung komplexer Mannigfaltigkeiten in einem gegebenen Punkt
spielen die konvergenten Potenzreihen in diesem Punkt eine zentrale Rolle. Dieses
Mittel steht bei der Untersuchung algebraischer Varietiten nicht zur Verfugung.
Einen Ersatz dafur sind die Keime regularer Funktionen.
Tatsachlich kann man die obigen Konstruktionen auch fur die Garbe der
holomorphen Funktionen auf einer komplexen Mannigfaltigkeit X durchfuhren.

Diese Garbe wird ebenfalls mit OX bezeichnet (O steht fur franzosich

‘holomorph’). Der zugehorige Halm (‘)X X ist isomorph zum Ring der in x

9

konvergenten Potenzreihen.
(v) Formal ist der Halm der Garbe O, definiert als der direkte Limes uiber das direkte

X
System der OX(U) mit x € U,
lim
0 = _5 0y(U).
X,x x€U X

1.4.4 Aufgabe
Seien X C k™ eine algebraische Menge, pEX ein Punkt und Mpgk[X] das Ideal der

Funktionen von k[X] mit einer Nullstelle in p. Zeigen Sie, es gibt einen Isomoprhismus
von lokalen Ringen

= e
oX,p = k[X]Mp— {g | f,g Ek[X]und g & Mp}.

Hinweis 1. Ist A ein kommutativer Ring mit 1 und S C A eine Teilmenge, die
abgeschlossen ist unter Multiplikation, so ist der Quotientenring
slA = {fla€ A, seS}

definiert als die Menge der Aquivalenzklassen % von SxXA bezuglich der Aquivalenz-
Relation
(a,s) ~(a’,s’) & es gibt ein tES mit te(s’a-sa’) =0.
7! A ist ein kommutativer Ring mit 1 bezuglich der Operationen
a a _sat+sa aa _aa

+ = und =—
s s’ ss’ ss’ ss’

.S . . .
wobei S mit s&S gerade das Einselement ist.

Ist S C A die Teilmenge der Nicht-Nullteiler von A, so schreibt man auch

QA) =51A
und nennt Q(A) den vollen Quotientenring von A. Ist auflerdem A ein
Integritatsbereich, so ist Q(A) ein Korper und heiit Quotientenkorper von A.

Hinweis 2. Der Ring SIA 1Bt sich durch folgende Universalititseigenschaft
charakterisieren.

(1) Die Abbildung @:A — S'lA, amP B

SS, ist unabhiangig von der speziellen Wahl

von s&S und ein Homomorphismus von Ringen mit 1, welcher die Elemente von
S in Einheiten abbildet.
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(ii) Die Abbildung ¢ von (i) ist universell bezuiglich der in (i) beschriebenen
Eigenschaft, d.h. fur jeden Homomorphismus

PY:A—B
von Ringen mit 1, welcher die Elemente von S in Einheiten abbildet, gibt es

genau einen Homomorphismus {F . sl — B, fur welchen folgendes
Diagramm kommutativ ist.

A %B
cpl/'ﬁ

sla
Hinweis 3.
Fur jedes Primideal P C A ist S:= A-P eine multiplikativ abgeschlossene Menge, und
man setzt

Ay=sTA.
Dieser Ring hei3t Lokalisierung von A in P.
(sieche H. Matsumura, Commutative ring theory, Kapitel 2, Abschnitt 4 oder S. Lang,
Algebra, Kapitel II, §3).

Zum ersten Hinweis. ~ ist eine Aquivalenz-Relation.
Reflexivitit: (a, s) ~ (a, s), denn te(sa - sa) = 0 fur jedes t € S.

Symmetrie: (a, s) ~ (a’,s’) = te(s’a-sa’)=0fureintE S
= te(sa’-s’a)=0fureint E S
= (a’,8") ~ (a,s)
Transitivitat: (a,s) ~ (a’,s’)und (a’,s’) ~ (a”,s”
= es gibtu, vE S mitus(s’a-sa’) =0und ve(s’a’ -s’a”) =0
= es gibtu, v E S mit
s’uve(s’a-sa’) =0 und suve(s’a’ -s’a”’) =0
Addition liefert
s'uve(s”a-sa’)=0
= (a,8) ~ (a”,s”
Die Addition ist wohldefiniert. Mit (a, s) ~ (b, t) und (a’,s’) ~ (b’, t’) gibtesu,v € S
mit

ue(ta - sb) =0 und ve(t’a’ - s’b’) = 0.
Zu zeigen ist, es gibt ein wES mit
we(tt’s(s’a+sa’) - ss’+(t’b+tb’)) = 0 (denn dann gilt > 2:, sa _1 bt:: tb )

Links steht

we(s’t’(ta-sb)+st(t’a’-s’b’)).
Fur w = uv ist dieser Ausdruck gleich Null.
Die Multiplikation ist wohldefiniert. Mit (a, s) ~ (b, t) und (a’,s’) ~ (b’, t’) gibt es
u,v € S mit
ue(ta-sb)=0und ve(t’a’ - s’b’) =0.
Zu zeigen ist, es gibt ein wES mit
bb’

we(tt’eaa’ - ss’+bb’) = 0 (denn dann gilt %= T)
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Links steht
we(a’t’(ta - sb)+sb(t’a’ - s’b’)).
Fur w = uv ist dieser Ausdruck gleich Null.
Die Menge ist ein kommutativer Ring mit 1 weil A ein solcher ist.
Man beachte, es gilt 2: %fﬂr jedes t€S, denn we(sta - sat) = 0 fur jedes w&S. Damit
gilt
%-E _a_ % d.h. %ist Einselement.

QED.
Zum zweiten Hinweis. Bedingung (i) ist erfullt.

Der Quotient%h'angt nicht von s ab, denn fur jedes t € S gilt

as _ast_at
S Tost Tt
Weiter ist
2
a+b)s (a+b)s as bs
gla+by= LB @IS 235 DS o) 4 ).
S

abs abs as bs

Plab) ===="7-= 7 75 = ¢ ).

(1) = gund %ist das Einselement von S™A (siche oben).

.. . as . C S
Fura e Sist p(a) = 5 cine Einheit mit dem Inversen s

Bedingung (ii) ist erfullt. Sei y: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1,
welcher die Elemente von S in Einheiten von B abbildet. Wir setzen

VE) =p@wys) ! fur£€ STIA (dh. a€A und sES).

Diese Definiiton ist korrekt, denn im Fall %: %gibt es ein uES mit

ue(ta-sb)=0
also

Pu)=(p(tnp(a) - Pp(snp(b)) = 0.
Weil y(u) eine Einheit in B ist, folgt

Y(O(a) =yY(s)p(b)

also

@& 2 w@-pe ! =wbpo! =T,
Nach Konstruktion folgt fur jedes a € A:

V@) =D =pas)ps) ! =y,
d.h.

~Y

Yo =1p.

Wir haben noch zu zeigen, I’I)J ist der einzige Homomorphismus von Ringen mit 1, fur
welchen gilt {J:; o =1).

Seio: S71A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1 mit e = 1. Wir haben

zu zeigen a=y. Fira € A und s € S gilt
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2 2 2
aZ)a) = az=) = a(5) = a(e@) = ().
S

AuBlerderm ist
2

(%) = aA@(s)) = ().
Zusammen folgt
a(Z)p(s) = (a).
Weil y(s) eine Einheit ist, folgt
a®  =p@epe) ! =P

Also ist a = .
QED.

Zu Aufgabe 1.4.4. Jedes Element f € k[X] ist eine regulare Funktion auf ganz X,

a
S

).

also insbesondere in einer Umgebung von p € X. Wir betrachten die Abbildung
ak[X] — OX,p’ f [f].

Dies ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1. Jedes f € k[X] - Mp ist in p ungleich

Null, wird also bei a in eine Einheit abgebildet. Nach Hinweis 2 faktorisiert sich die
Abbildung o uber k[X]M , d.h. es gibt einen Homomorphismus von Ringen mit 1,
P
ak[Xly, — O
Y
Weil jede in einer Umgebung von p regulare Funktion die Gestalt g hat mit a,s € k[X]

Xp SpisIeal=  (as€kIX], s nichtin M),

und s(p) # 0, ist die Abbildung a surjektiv. Sei jetzt
%E Ker(a).
Dann gilt [%] =0, d.h. %in einer Umgebung von p identisch Null. Weil die offenen
Hauptmengen eine Topologie-Basis bilden, gibt es ein h € k[X] mit:
1. p € D(h), d.h. h(p) # 0.
2. s(x) # 0 fur x € D(h), d.h. fur h(x) # 0 (wegen %regul'ar)

3, %ist gleich 0 auf D(h).

Wegen der dritten Bedingung gilt a(x) = 0 fur h(x) # 0, d.h. ah = 0 in allen Punkten
von X. In k[X] ist daher

0 =hea =he(l+a- s0).

Wegen h(p) < 0 gilt h € K[X]-M_, also =

-

in k[X]M , d.h. gist das Nullelement

von k[X]M . Wir haben gezeigt der Kern von o besteht nur aus dem Nullelement.

p

Also ist o bijektiv, d.h. ein Isomorphismus.
QED.
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1.4.5 Die globalen Schnitte der Strukturgarbe einer algebraischen
Varietat
Fur jede algebraische Varietit (X, OX) uber dem Korper k ist die naturlichen Abbildung

ein Isomorphismus, d.h. die globalen Schnitte der Strukturgarbe von X sind gerade die
polynomialen Funktion auf X.

Beweis. Die Abbildung ist trivialerweise injektiv. Wir haben ihre Surjektivitat zu
beweisen. Sei

fe OX(X).
Nach Definition gibt es fur jedes x € X eine offene Umgebung UX von X,
X € Ux C X, Ux offen in X,
und Elemente g hX € k[X] mit

gy
hX(y) # 0 und f(y) = Wfﬂr jedesy € Ux' (1)

Weil die offenen Hauptmengen eine Topologie-Basis der Zariski-Topologie bilden,
konnen wir annehmen, UX ist eine offene Hauptmenge, d.h.

Ux = D(ax) mit a_ e k[X].
1. Schritt. Reduktion auf den Fall ax = hx

Wegen (1) gilt D(ax) C D(hx)’ also V(hx) C V(aX), also
a € \/axok[X] C »\/hx-k[X],

d.h. eine Potenz von a ist ein Vielfaches von hx’ sagen wir

n
a X=h «h” mitn ENundh’ €k[X].
X X X X X
In den Punkten von UX = D(aX) folgt

Ex x gxh X
f = h—: =
n n
X aXh a X
X X X

Den Nenner in der Darstellung von f konnen wir also durch eine Potenz von a
ersetzen. Da sich Ux = D(aX) nicht andert, wenn wir aX in eine Potenz erheben, konnen

wir annehmen,
h =a_.
X X
2. Schritt. Beweis der Behauptung.

Die offenen Mengen Ux = D(hx) mit X €X bilden eine offene Uberdeckung von X.
Weil X quasi-kompakt ist, uberdecken bereits endlich viele der Ux den Raum X. Wir

finden also endlich viele

hl’ ces hS € k[X] und zugehorige g 8 € k[X]
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il
h.
1

X = D(hl) U..uU D(hS) und f = —auf Ui = D(hi)'
Fur je zwei Indizes 1, j € {1,...,s} gilt
g 8.
i
h—i = f =
Deshalb ist gihj - gjhi gleich Nul

Zusammen ergibt sich:

auf UiﬂUj = D(hihj)'

auf D(h.h.) und h.h. = 0 auBlerhalb D(h.h.).
1] 1] 1]

hihj-(gihj - gjhi) =0 in k[X],
d.h.
2 2 .
hj .gi.hi = hj-gj-hi =0 in k[X]. (2)
Weil die D(hi) den Raum X uberdecken, liegt jeder Punkt in einem D(hi)’ d.h. in jedem

Punkt ist ein hi von Null verschieden. Damit ist

V(h%,...,hg) = =V(1),

1 e1k[X] = \/h%-k[X]+...+h§-k[X].

Damit liegt eine Potenz von 1 im Ideal h%°k[X]+...+h§-[X]. Es gibt Koeffizienten bi

also

mit
S 2
1= 2 bj'hi ’bi € k[X]. 3)
=1
Fur x € D(hj) erhalten wir
2. .S S 2
hj (x)+ 3 b.(x)g,(h.(x) = 2 b(xh.(x)g.(0h; (x) (nach (2))
i=1 =1 '
S 2
=h.(x)g.(x) > b.(x) hi (x)
R
= hj(X)gj(X) (nach (3))
also - weil hj(X) # 0 ist -
g](X) hJ(X)gJ(X) S S
0 = oy =t —= 3 b(0g;(0h,(x) = ( 3 bigh)(x).
] hj (x) i=1 i=1
Weil jeder Punkt x € X in einem D(hj) liegt, gilt
S

f = Elbigihi

in allen Punkten von X, d.h. es ist
S
f = Elbigihi € k[X].

QED.
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1.4.6 Aufgabe

Seien X C k™ eine algebraische Menge und f € k[X] - {0}. Dann ist der
Quotientenring
k[X]f = {%I ack[X],nEN } := S'lk[X], S:= {f' | nEN}
f

isomorph zu k[ X][t]/(1-tef) und

05 (D(D)
Beweis. 1. Schritt. k[X]f = k[X][t]/(1-tef).
Es reicht zu zeigen, k[X][t]/(1-t+f) besitzt die Universalititseigenschaft von k[X] ¢

Betrachten wir den Homomorphismus von k-Algebren.
@:k[X] — k[X][t]/(1-tef), a0 » o mod(1-tf).
Fur p(t) € k[X][t] bezeichne [p(t)] die Restklasse von p(t) im Faktorring rechts. Dann
gilt
@(f)=[t] = [f]+[t] = [fst] = [1].
Das Bild von f bei @ ist eine Einheit. Die Elemente von S, d.h. die Potenzen von f,

werden dann aber auch in Einheiten abgebildet.
Sei jetzt

P: k[X] — A
ein Homomorphismus von k-Algebren, der das Element f und damit jedes Element von
S in eine Einheiten abbildet.

Wir haben zu zeigen, \ faktorisiert sich eindeutig tiber ¢, d.h. es gibt ein kommutatives
Diagramm von kommutativen Ringen mit 1,

KIX] —2 KIX][t)(1-t+F)

v 0
A

und eindeutig bestimmten {F . Nehmen wir zunachst an, {I; existiert und zeigen die

Eindeutigkeit. Aus der Kommutativitit des Diagramms folgt fur a&k[X]:

P(amod (I-t+f)  =(p(ew) =p(a)
d.h. ’pr ist auf dem von Bild k[X] eindeutig festgelegt.
Weiter ist
WOt mod (1-t+0) = (@(D) P(tmod (I-t-)) ~ (wegen y = Pogp)
= (£ mod (1-tef))s P (t mod (1-tf)) (Definition von ¢)
= ﬁ; (fst mod (1-tf)) (ﬁ; ist ein Ring-Homomorphismus)
=)
=1
also
P (t mod (1-tef)) (L.

Damit ist das Bild der Restklasse von t eindeutig festgelegt. Weil k[X][t]/(1-tef) Uber

k[X] von dieser Restklasse erzeugt wird, ist ﬂ; festgelegt.
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. ~Y
Existenz von 1.

Wir setzen 1 auf den Polynomring fort, indem wir die Unbestimmte in lp(f)'l abbilden:
P KX — A, tsp® L po) 1 pPap® ™).

Dabei bezeichne pw das Polynom in t, welches man aus p erhilt, indem man auf alle
Koeffizienten von p die Abbildung { anwendet.

Es gilt §°(1-tsf) =9 °(1) - 9’ (©) 9 °(5) = 1 - () Lop(f) = 1-1 = 0, d.h. P faktorisiert
sich uber k[X][t]/(1-tef). Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

KIX] — K[X][t)/(1-t-D)
v
A

mit I,I)J "(p(t) mod (1-tef)) = IT; (p(t)) = pw(w(f)'l), d.h. v faktorisiert sich tiber ¢. Damit
ist die Aussage des ersten Schritts bewiesen.
2. Schritt. OX(D(f)) = k[X] ¢

Die Menge
Y :={(x, M) | x € X und AEk mit 1-A+f(x) =0}

ist eine algebraische Menge von K2 Thren Koordinatenring erhalt man aus dem
Faktorring

kIX]re)/(1-t+f) = k[X],.,
indem man das Ideal (1-tef) durch dessen Radikal ersetzt. Weil k[X] reduziert ist, ist es
auch k[X] P d.h. das Ideal (1-tf) ist gleich seinem Radikal und der Koordinationring

von Y ist gleich
k[Y] = k[X][t]/(1-tef).
Damit gilt nach 1.4.5,
OY(Y) =k[X] F
Die Abbildung
Y_) X’(X’)\) B X,
ist injektiv, weil durch die Bedingung 1-A+f(x) = 0 der Wert von A eindeutig durch f(x)

festgelegt ist. Das Bild dieser Abbildung besteht aus allen XX mit f(x) # 0. Damit ist
die Abbildung

Y — D(D), (x, A) b X,

wohldefiniert und bijektiv. Fur jede auf D(f) regulare Funktion a ist oo reguléar auf Y.
Wir erhalten so eine injektive Abbildung

05 (D(H) & O,,(Y) = kX],
Andererseits ist fur jedes a € k[X] und jede naturliche Zahl n, der Quotient ineine
f

reguldre Funktion auf D(f), d.h. jedes Element von OY(Y) =Kk[X] ¢ kommt von einem
Element von OX(D(f)),

05 (D) = OL(Y) =k[X],
QED.
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1.4.7 Morphismen
Seien (X, OX) und (Y, OY) geometrische Raume und

P:X—Y
eine stetige Abbildung. Fur jede Funktion

:V—Z
auf einer offenen Menge V C Y mit Werten in irgendeiner Menge Z bezeichnen wir mit
vy,

WD =y () = oy w‘l(V) vz

die Verpflanzung von f entlang y. Die stetige Abbildung 1 heifit Morphismus von
geometrischen Rdumen, wenn

-1
PHOL, (V) C O @ (V)

gilt fur jede offene Menge V C Y, d.h. wenn die Verpflanzung entlang ¢ fur jedes
offene V C Y einen Homomorphismus von k-Algebren
¥ -1
O (V)—)O (mp V), f i foy.

definiert.
Sind insbesondere (X, OX) und (Y, OY) affine algebraische Varietiaten (iber k), so

heiflt der Morphismus 1 auch Morphismus von affinen algebraischen Varietéten.
Beispiel 1
Ist Y C X eine Teilmenge, so definiert die natirlichen Einbettung
YOS X
einen Morphismus von geometrischen Rdumen
(Y, Oy ) — (X, 0y).

Zur Definition von OXIY siehe 1.4.2.

Beispiel 2

Seien X C R™M und Y C R" offene Teilmengen und OX bzw. OY die Garben der

differenzierbaren Funktionen mit Werten in R auf X bzw. Y. Eine stetige Abbildung
P:X—Y

ist genau dann ein Morphismus geometrischer Raume (X, OX) — (Y, OY , wenn die

Koordinaten-Funktionen von 1 differenzierbar sind. Die Bedingung ist hinreichend,
denn die Zusammensetzung mit
PROLV) — O3 V) £ 1 p#(h) = foy.

uberfuhrt dann differenzierbare Funktionen in differenzierbare Funktionen. Die
Bedingung ist notwendig, denn fur jedes i ist die Projektion auf die i-te Koordinate

yi:Y CR' SR
eine differenzierbare Funktion. Also muf3 auch die Verpflanzung
yow: X & R™ R
differenzierbar sein. Diese Verpflanzung ist aber gerade die i-te Koordinaten-Funktion
von .
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Beispiel 3
Dieselben Betrachtungen wie in Beispiel 2 kann man mit algebraischen Mengen
XCkMund Y C k"
und den Garben OX und OY der regularen Funktionen auf X bzw. Y anstellen. Eine
stetige Abbildung
P: X —Y
ist genau dann eine Morphismus von geometrischen Raumen
X, 05) — (Y, 0y,

wenn die Koordinaten-Funktionen von 1 regulire Funktionen auf X sind. Die
Aussagen bleiben auch richtig, wenn X und Y offene Teilmengen von algebraischen
Mengen sind. Die Koordinatenfunktionen eines Morphismus miissen dann lokal durch
Quotienten von Polynomen gegeben sein.

Bemerkungen
(i) Die geometrischen Raume bilden zusammen mit den Morphismen geometrischer
Réume (und der gewohnlichen Zusammensetzung von Abbildungen) eine
Kategorie
(ringed spaces).
Die affinen algebraischen Varietiten uiber k bilden eine vollen Teilkategorie
(affine Varieties/k) C (ringed spaced).
Die Isomorphismen in diesen Kategorien heilen Isomorphismen geometrischer
Réume bzw. Isomorphismen affiner Varietaten (itber k).
(i)  Ein Morphismus 1: X — Y von affinen algebraischen Varietaten uiber k definiert

einen k-Algebra-Homomorphismus der globalen Schnitte der Strukturgarben
P OY(Y) — OX(X), f b P*(f) = foy.
Nach 1.4.5 ist dies ein k-Algebra-Homomorphismus der Koordinaten-Ringe
PY*k[Y] — k[Y].
(i) Umgekehrt definiert jeder k-Algebra-Homomorphismus der Koordinaten-Ringe
h: k[Y] — k[X]
von affinen k-Varietiten X bzw. Y eine Abbildung
h: X — Y.
(iv) Diein (iii1) konstruierte Abbildung h#: X —  ist stetig. Zum Beweis reicht es
zu zeigen,

, 0* 1) = D),
denn dann ist das vollstandige Urbild jeder offenen Menge offen.
(v) Die in (iii) konstruierte Abbildung n'. x — Y ist ein Morphismus affiner
Varietaten uiber k.
(vi) Die in (ii) und (iii) konstruierten Abbildungen
%
X i Y » k[Y] lp—> k[X]
und
h n
KY] - k[X]» X—Y
sind invers zueinander. Genauer, sie definieren zueinander quasi-inverse
Funktoren

( Affine Varietaten tiber k) €= (affine k-Algebren ohne nilpotente)
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Beweis. Zu (iii). Die Behauptung kann man am einfachsten einsehen, indem man die
Punkte von X und Y mit den maximalen Idealen von k[X] bzw. k[Y] idenifiziert. Fur

jedes maximale Ideal M C k[X] ist der Kern der Zusammensetzung

K[Y] i) k[X] —s k[X]/M =k

von h mit dem natuirlichen Homomorphismus auf den Faktorring gleich h'l(M). Nach
dem Homomorphie-Satz erhélt man einen injektiven k-Algebra-Homormophismus

kC) k[Y]/h'l(M) S k[X]/M =k, (1)
g mod h_l(M) > h(g) mod M

dh. es gilt k[Yh' (M) = k und h"1(M) ist ein maximales Ideal von k[Y] und die
gesuchte Abbildung ist gerade die Abbildung

# _ 21 o H#
h:X —Y,x=M_mh"(M)=h (x)—Mh#(X)
Zu (iv). Fur x € X gilt
x EDMh{) e h)x) #0
s h(h) & M
-1
fEh M y=M
o f&h( 0 W0
o fhfx) = 0
o ¥ eDm
Zu (v). Fur x € X und g € k[Y] gilt

g(h(x)) = ¢ mod M 4 =gmod hlov )
h#(x) X

und weil h ein k-Algebra-Homomorphismus ist*®
g0*(x)) = h(®) mod M_ = h(g)(x),

d.h. die Verpflanzung von g entlang b ist h:
(h")%(g) = h(g) fiir jedes g € k[Y]

Weil (h#)ﬂ< und h Homomorphismen von k-Algebren sind, gilt damit sogar
(n*)*(g,/2,) =h(g )/h(g,) fiir jedes g EK[Y]

Fur jedes g € k[Y] bildet die Zusammensetzung

h
K[Y] — k[X] — k[X]h( 9)
die Potenzen von g in Einheiten ab, induziert also einen k-Algebra-Homomorphismus

h(a)
K[Y! k[X 2
[ g — k[ ]h(g)’ e Y b

d.h. eine k-Algebra-Homomorphismus
h¥: 0,,(D(g) — 0, (D(h(@) = 0, (") 'D(@).

Mit anderen Worten, die Verpflanzung entlang h einer auf D(g) reguldren Funktion ist
regular auf (h#)'lD(g). Damit ist aber fur jede offene Menge V C Y die Verpflanzung

% Als k-Algebra-Homomorphismus induziert h auf dem Teilkorper k der betrachteten Faktorringe die
identische Abbildung, vgl. (1).
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entlang h" einer auf V regularen Funktion regular auf (h#)‘l(V) (weil V Vereinigung
offener Hauptmengen ist).
Zu (vi). Sei

h: k[Y] — k[X]
ein k-Algebra-Homomorphismus. Wie wir gerade gesehen haben, ist dann
(h)*(g) = h(g) fiir jedes g € K[Y], 2)
dh. der durch h: X —> Y definierte k-Algebra-Homomorphismus
(0*)*: kY] — KIX], g b (h¥)*(2) = h(g),
ist der Ausgangshomomorphismus h,
(hy* = h,
Sei
P:X—Y
ein Morphismus affiner k-Varietaten und
V¥ kY] — k[X], g b v*(g) = g°y,
die Verpflanzung entlang . Fur den zugehorigen Morphismus von k-Varietaten
WX — Y
gilt dann
()*(2) = y*(@) fur jedes g EK[Y]
(nach (2) mit h :=y*). Speziel fur den Fall, dal g die Projektion auf die i-te Koordinate

ist, erhalten wir, da3 die Abbildungen (w*)# und 1 dieselbe i-te Koordinaten-Funktion
haben. Da dies fur alle 1 gilt, folgt

W** =y,
QED.

1.4.8 Aufgaben

(1) Beweisen Sie die Aussagen des vorangehenden Abschnitts.

(2) Definieren Sie Kategorien, deren Objekte die affinen k-Algebren bzw. die affinen
algebraischen Varietiten uber k sind. Zeigen Sie, diese Kategorien sind anti-
aquivalent (zum Kategorien-Begriff siehe Lang, S.: Algebra, Addison-Wesley
1977, Kapitel I, §7 oder Jacobson, N.: Basic Algebra II, Freeman 1980, Kapitel
D).

(3) Ein Morphismus y: X — Y von affinen Varietiten uiber k ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn der k-Algebra-Homomorphismus y* ein Isomorphismus
ist.

1.4.9 Affine F-Varietaten

Definitionen
Seien F C k ein Teilkorper und (X, OX) eine affine k-Varietat. Eine F-Struktur auf

(X, 0y)

ist durch die folgenden Daten gegeben.
(a) Eine F-Struktur F[X] auf der algebraischen Menge X in Sinne von 1.3.7.
(b) Fur jede F-offene Teilmenge U von X eine F-Teilalgebra
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05 (UF) C 0, (U)

der k-Algebra OX(U) fur welche der k-Algebra-Homomorphismus

k®FOX(U)(F) — OX(U), c®f b cef,
ein Isomorphismus ist und die Zuordnung
{F-offene Teilmengen von X} — {F-Algebren}, U » OX(U)(F),
Eigenschaften hat, die analog sind zu den Garbenaxiomen:

(A) Fur je zwei F-offene Mengen U und V mit U C V definiert die Einschrankung
auf U einen F-Algebra-Homomorphismus

O (V)(F) — O (U)(E), f 1> ]
(B) Seien U eine F-offene Menge,
U= UaEA Uoc

eine Uberdeckung von U durch F-offene Teilmengen Ua und

U

foc € OX(UG)(F) mit aEA

eine Familie von Elementen foc mit
%brmjz%bfﬁu
a P a P
fur belieibige o, § € A. Dann gibt es ein f € OX(U) mit

ﬂUa = fa fur jedes aEA.

©" FIX]C (‘)X(X)(F) und jede Funktion f € (‘)X(X)(F) ist lokal von der Gestalt

f=£mit g, g € FX].*

Eine affine Varietit iber k mit F-Struktur heiflt affine F-Varietit. Die Morphismen
solcher affinen F-Varietaten sind in der offensichtlichen Weise definiert und heiflen E-

Morphismen. *°

" Diese Bedingung fehlt im Original. Sie solte Bestehen, weil auf Grund der nachfolgenden
Bemerkungen sogar F[X] = OX(X)(F) gelten soll.

8 Genauer: fur jeden Punkt x € X gilt es eine offene Umgebung U von x und Funktionen g, h € F[X]
mit h(x) # 0und f(x) = @ﬁlr beliebige x € U.

g(x
* Ein F-Morphismus von affinen F-Varietiten X und Y mit den F-Strukturen F[X] bzw.

F[Y] auf den Koordinaten-Ringen, ist ein Morphismus f: X — Y von k-Varietéten, der

von einem Homomorphismus von F-Algebren h: F[Y] — F[X] kommt. Genauer: man
gehe zum zugehodrigen Homomorphismus

h®id: k[Y] = k®FF[Y] — k®FF[X] = k[X]
und dann zum zugehorigen Morphismus von k-Varietiten, d.h.
f = (h®id)": X — Y.
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Eigenschaften der F-Algebren OX(U)(F) einer F-Varietit X

(i) Der Beweis von 1.4.5 uiber die globalen Schnitte der Strukturgarbe, 1a3t sich auf
den Fall von F-Varietiten verallgemeinern und zeigt die Bijektivitat der

naturlichen Abbildung
FIX] — O (X)(F). (1)
(i) Fur jedes f € F[X] - {0} induziert die naturliche Abbildung (1) einen
Isomorphismus

FIX]. — O (DD)(F).

(iii) Fur je zwei f, g € F[X] mit D(g) C D(f) ist das Bild von f bei der natirlichen
Abbildung F[X] — F[X]g in den Quotientenring eine Einheit induziert also eine
Abbildung

F[X]f — F[X]g .
Diese ist gerade die Einschrankung der Garben-Restriktion
0, (D() — O, (D(2)
auf F[X] £ OX(D(f))(F).
(iv) Fur jede F-offene Teilmenge U C X und jede offene Uberdeckung
U= UiEI D(fa) mit foc € F[X]

ist die Sequenz

0 g
0— 03U — TT Ox DB X [T Oy DEL)E

= (i.j)EI?
mit
S = (SilD(fifj))(i,j)€I2
§6)iep = (Sle(fifj))(i,j)€I2

exakt, d.h. OX(U) ist gerade der Differnzkokern von § und T (d.h. der Kern von

E-T in der Kategorie der F-Vektorraume). Zusammen mit den Bemerkungen (ii)
und (iii) bedeutet dies, daf} die F-Struktur der affinen Varietat vollstandig durch
die F-Struktur F[X] des Koordinatenrings k[ X] festgelegt ist.
Beweis. Zu (i). Die Abbildung ist trivialerweise injektiv. Wir haben ihre Surjektivitat
zu beweisen. Sei

£ € 05 (X)(B).

Wegen X = D(0) und 0 € F[0] ist X eine F-offene Menge von X. Nach Definition gibt

es fur jedes x € X eine offene Umgebung Ux von X,
X E Ux C X, Ux offen in X,

und Elemente gX, hx € F[X] mit
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gy
hX(y) # 0 und f(y) = Wﬁir jedesy € Ux' 2)

Weil die Mengen der Gestalt D(f) mit f € F[X] eine Topologie-Basis der F-Topologie

bilden (vgl. die Fuinote zu Bemerkung 1.3.8 (iii) und den Beweis dieser Bemerkung),
konnen wir zusatzlich annehmen, UX ist eine Menge dieser Gestalt,

Ux = D(ax) mit a € F[X].
1. Schritt. Reduktion auf den Fall hX = aX.

Wegen (2) gilt D(aX) C D(hX), also V(hX) C V(aX), also
a € \/ax-k[X] C \/hX-k[X],

d.h. es gilt eine naturliche Zahl n, mit

n
a X & h_k[X]FI[X].
X X
Weil k[X] = k®FF[X] treuflach ist uber F[X] folgt

n
a X& h F[X]
X X
(vgl. Matsumura [1], (4.C)(i1)), d.h.

n
aX=h h” mitn €ENundh’ € F[X].
X X X X X

In den Punkten von Ux = D(ax) folgt

gx gx gxh X
f = _h = =
n n
X aXh aX
X X X

Den Nenner in der Darstellung von f konnen wir also durch eine Potenz von a
ersetzen. Da sich UX = D(aX) nicht andert, wenn wir aX in eine Potenz erheben, konnen

wir annehmen,

h =a .
X X

2. Schritt. Beweis der Behauptung.
Die offenen Mengen Ux = D(hx) mit x €X bilden eine offene Uberdeckung von X.

Weil X quasi-kompakt ist, uberdecken bereits endlich viele der Ux den Raum X. Wir

finden also endlich viele

hl’ s hS € F[X] und zugehorige gl,..., gs € F[X]

mit

&

h.
i

X = D(hl) U..uJU D(hs) und f = —auf Ui = D(hi)'
Fur je zwei Indizes i, j € {1,...,s} gilt
5_c 5
h. h.

, J auf UiﬁUj = D(hihj).
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Deshalb ist gihj - gjhi gleich Null auf D(hihj) und hihj = 0 auBerhalb D(hihj)'
Zusammen ergibt sich:

hihj-(gihj - gjhi) =0 in k[X],
d.h.

J
Weil die D(hi) den Raum X uberdecken, liegt jeder Punkt in einem D(hi)’ d.h. in jedem

2 2 :
h: -gi-hi = hj'gj°hi =0 in k[X]. 3)

Punkt ist ein hi von Null verschieden. Damit ist

V(hi,..h2) =@ = V1),

1 e1k[X] = \/h%-k[X]+...+h§-k[X].

Damit liegt eine Potenz von 1 im Ideal h%-k[X]+...+h§-k[X], d.h.

also

1€ h%-k[X]+...+h§-k[X].
Diese Aussage bleibt richtig, wenn man k durch die algebraische Abschliefung F von F
in k ersetzt (weil X eine F-Varietat ist, d.h. bezuglich einer geeigneten Einbettung von
X in einen k™ besitzt I(X) ein Erzeugendensystem aus Polynomen mit Koeffizienten aus
F, vgl. Bemerkung (ii) zum zweiten Teil von 1.3.7). Im Fall k = F ist aber
Koordinatenring k[X] = k®FF[X] ganz uber F[X]. Das Ideal

h%-k[X]+...+h§-F[X].

kann kein echtes Ideal sein (weil seine Erweiterung in k[X] nicht echt ist, d.h. es gilt
1€ h%-F[X]+...+h§-F[X]

(auch im Fall k # ﬁ). Es gibt Koeffizienten bi mit

S
1= .21bi-hi2 b, € FIX]. 4)
1=
Fur x € D(h.) erhalten wir
]
S S
hi(0 3 bMg () = 3 bOh (X 0h ) (nach (3))
i=1 i=1 U
S 2
=h.(x)g.(x) > bi(X) hy (x)
I
= hj(X)gj(X) (nach (4))
also - weil hj(X) # 0 ist -
g](X) hJ(X)gJ(X) S S
f(x) = = = ¥ b.(x)g.(x)h.(x) =( ¥ b.g.h.)(x).
hj(x) hj2 x) izl IS D izl %11

Weil jeder Punkt x € X in einem D(hj) liegt, gilt

S
£ = 2ol
i=1
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in allen Punkten von X, d.h. es ist

S
f = iglbigihi € k[X].
Zu (ii). Im ersten Schritt des Beweises von (1) haben wir gezeigt, da3 jeder Schnitt von

OX(D(f))(F) die Gestalt ;in mit a € F[X] hat. Damit besteht ein kommutatives
Diagramm
0, (DH)(F) < O, (DH)
il o
FIXl, & kIX];
und damit eine exakte Sequenz von Vektorraumen uber F,
0— OX(D(f))(F) L) F[X]f —C—0

Durch Anwenden des Funktors k®F erhalten wir eine exakte Sequenz

k®j
0 —> k@0 (D() — k@ FIX], —> k®.C —> 0.
Weil OX(D(f))(F) eine F-Struktur von OX(D(f)) ist, induziert die Multiplikation einen

Isomorphimus

k® L0, (DO)F) — O, (D() =KIX]

Weil F[X] eine F-Struktur von k[X] ist, gilt
k®FF[X]f = k®FF[X]®F[X]F[X]f = k[X]®F[X]
Zusammen ergibt sich, dal k&®j ein Isomorphismus ist. Deshalb gilt k®FC =0, also

C=0.
Damit ist j bijektiv, d.h. das Bild der naturlichen Einbettung

O (DOYF) S O (D) =KIX],

£

F[X]f = k[X]f.

ist gleich F[X] £
Zu (iii). Wegen D(g) C D(f) gilt V(f) & V(g), also
g € \gok[X] C VF-k[X].
Es gibt eine naturliche Zahl n mit
g € fek[X] (M FIX] = f-F[X].

Das Gleichheitszeichen recht besteht weil
k[X] = k®FF[X] treuflach tiber F[X]

ist (vgl. Matsumura [1], (4.C)(i1)). Es gibt ein h € F[X] mit

n
g =feh.
Damit ist das Bild von f beim natirlichen Homomorphismus

F[X] — F[X]
in den Quotientenring eine Einheit. Der Homomorphismus faktorisiert sich uiber F[X] ¢

und definiert so einen F-Algebra-Homomorphismus

i g FIX]— FIX],
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Die obige Argumentation funktioniert fur jeden Teilkorper F von k, also auch fur den
Fall F = k. Wir erhalten so ein kommutatives Diagramm

FIX]; & kiX]e = 0 (D(®)

if.fl lif,k ’
F[X k[X] = D
X1, & KIX], =0y (D(g)

dessen horizontale Einbettungen durch die naturliche Einbettung F[X] & k[X] induziert
sind. Die rechte vertikale Abbildung i K die gerade die Restriktion der Garbe OX zur

Einbettung D(g) & D(f). Die Bilder der horizontalen Einbettungen sind wie wir beim
Beweise von (ii) gesehen haben, gerade

Im(F[X], & K[X]) = 05 (DOYF)
und
Im(F[X] g S k[X] g) = 05 (D()(F)
Die Kommutativitat des Diagramms ist damit gerade dquivalent zur Aussage (iii).
Zu (iv). Es gilt
Ker(E-Q) = { (Si)iEI S OX(D(fi))(F) I SilD(f.f.) = Sle(f.f.) fur alle 1,j&1 }
iel 1) 1)
Wegen D(fifj) = D(fi) N D(fj) und auf Grund der Bedinungen (A) und (B) der
Definition von 1.4.9 folgt
Ker(§-0) = O5 (U)(E).
QED.

Beispiel: die F-Struktur des affinen n-Raums A"

Ein Beispiel fur eine affine F-Varietat ist der affine n-Raum A™ (n = 0) mit dem
Koordinaten-Ring k[Tl""’Tn]' Ist X eine affine F-Varietat, so kann man deren F-

rationale Punkte X(F) mit der Menge der F-Morphismen AO—> X identifizieren.

1.4.10 Aufgaben

Erganzen Sie 1.4.9 durch die dort fehlenden Einzelheiten.
Hinweis. Die obige Definition der F-Struktur auf einer affinen k-Varietat (X, OX) ist

recht ungenau. Die Forderung, daf die Zuordnung
Up OX(U)(F),

den Garbenaxiomen genuigt, reicht nicht. Es braucht einen engeren Zusammenhang
zwischen der F-Struktur F[X] von k[X] und den F-Strukturen OX(U)(F) der OX(U),

der sicherstellt, daB} fur jede F-offene Hauptmenge
U =D, f € F[X],
die Elemente von

FIX], = {% a€F[X],n=0,12,..}

in OX(U)(F) liegen (damit sich der Beweis von 1.4.5 auf die F-Strukturen uibertragen

Ialt). Eine alternative und formal korrekte Definition einer F-Struktur auf einer affinen



66

k-Varietat findet man im Buch von A. Borel, Kapitel AG Algebraic geometry, §11 k
structures on K schemes, section 11.3.

Borel, A.: Linear algebraic groups, W.A. Benjamin, New York Amsterdem 1969.

Da F-Strukturen erst sehr spat in dieser Vorlesung zur Anwendung kommen, namlich
erst nach der vollstindigen Behandlung der Theorie iuber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper, sollte die Behandlung der Details wohl besser auf spater
verschoben werden.

1.5 Produkte

1.5.1 Definition

Seien X und Y zwei affine algebraische Varietaten uiber k. Ein Produkt von X und Y
uber k ist eine affine Varietat

Z
uber k zusammen mit zwei Morphismen

ppZ—XundqZ—Y
genannt naturliche Projektionen auf die Faktoren X bzw. Y mit der folgenden

Eigenschaft, genannt Universalititseigenschaft des Produkts.
Fur jede affine Varietat Z’ uber k und beliebige Morphismen

p: 2 —Xundq:Z—Y

gibt es genau einen Morphismus r: Z’—Z, fur welchen das Diagramm

z )

a’\ z P (M

kommutativ ist. Fur diesen eindeutig bestimmten Morphismus r verwendet man dann
oft die Bezeichnung
(P.q):=r

und nennt p’ und q” Koordinaten-Morphismen von r.

Bemerkungen

(i) In analoger Weise kann man das Produkt zweier Objekte fur jede Kategorie
definieren. Fur die Kategorie der Mengen Ens, der Gruppen (Groups), der
abelschen Gruppen Ab, der topologischen Raume Top und viele andere
Kategorien bekommt man so die iiblichen direkten Produkte. Zum Beispiel kann
man fur je zwei Mengen X und Y in der Kategorie Ens

Z = XxXY

setzen und als Projektionen p und q die Abbildungen

p:XXY —- X, (x,y) » x,und q: XxXY — Y, (X,y) & ¥
verwenden. Die Menge Z hat dann zusammen mit den Abbildungen p und q die
obige Universalitatseigenschaft (in Ens): fur gegebene Abbildungen
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p:Z2 —Xundq:Z —Y
ist die zugehorige (eindeutig bestimmte) Abbildung r: Z° — XXY, fur welche
das Diagramm (1) in Ens kommativ ist, gerade die Abbildung mit den Koordi-
natenfunktionen p’ und q’, d.h. die Abbildung
1(z’):=(p(2),q ) furz €Z’.
(ii) Die obige Definition des Produkts von zwei affinen k-Varietiten 1afit sich wie
folgt in die Sprache der Koordinatenringe iibersetzen:

Seien X, Y und Z drei affine k-Varietaten und
pPZ—Xundq:Z—Y
zwei Morphismen von k-Varietiten. Weiter seien A, B und C die affinen®® k-
Algebren
A :=Kk[X], B :=k[Y], C :=k[Z]
und
a=p* A—C,bi=q*: B—C
die durch p bzw. q induzierten k-Algebra-Homomorphismen. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.
(a) Z ist ein Produkt von X und Y mit den natuirlichen Projektionen p und g.
(b) Die Abbildung
c:AXB—C,(x,y) b ax)*b(y),
ist bilinear iiber k und jede uiber k bilineare Abbildung der Gestalt
c:AXB—C,(x,y) » a(x)b'(y),
mit k-Algebra-Homomorphismen
a:A—C,b:B—C
und mit Werten in einer affinen k-Algbra C’ faktorisiert sich eindeutig
uber c, d.h. es gibt genau einen k-Algebra-Homomorphismus

e C—C,
fur welchen das Diagramm

c
C —-C
CT /¢
AxB

kommutativ ist (es giltc’ = f(\;’oc).

(1) Die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts der k-Algebra A®kB sorgt
dafur, da} mit C := A®kB die Bedingungen von (ii) erfullt sind, solange man

von der Forderung absieht, daB3 C affin sein soll. Diese Forderung ist aber auf
Grund der nachfolgenden Aussage 1.5.2 (i) ebenfalls erfullt.

(iv) Identifiziert man die Punkte von affinen k-Varietaten mit den maximalen Idealen
der zugehorigen Koordinatenringe (vgl. 1.3.3), so ist das maximale Spektrum

Specm A®kB mit A =k[X] und B =k[Y]

gerade die Menge der Punkte eines Produkts der affinen k-Varietiten X und Y.
Die naturlichen Projektionen des Produkts sind dann induziert durch die
(injektiven) k-Algebra-Homomorphismen

% d.h. die k-Algebren sollen endlich erzeugt und radikal sein (vgl. 1.3.1).
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p*AS A®kB’ ap a®l,bzw.q*: B& A®kB’ b 1®b.
Die Projektionen selbst haben damit die Gestalt
p: Specm A®, B —» Speem A, P 1> AP := o5 L(P),

q: Specm A®, B —s Speem B, P+ B P := @) L(P).
Die durch durch p und q definierte Abbildung

o:Spec A®kB —> Specm A x Specm B, P » (A( P, B \P),
wobei rechts das mengentheoretische Produkt der beiden maximalen Spektren
stehe, ist bijektiv und hat die Umkehrung

B:Specm A x Specm B — Specm A®kB’ P,Q » A®kQ + P®kB'

Beweis von (ii). Beweis von (a) = (b).
Die Abbildung c ist k-bilinear, weil a und b Homomorphismen von k-Algebren sind:
fur x, x’, X"EA, vy, y’, y” € B und A&k gilt
c(X’+x7,y)  =axX’+y’)eb(y)
= (a(x")+a(y"))+b(y)

=a(x’)+b(y) + a(x”)b(y)
=c(x’,y) +c(x”, y).

c(x,y'+y’) =c(x,y’)+c(x,y’) (wird in analoger Weise gezeigt)
c(Aex,y) = a(h+x)*b(y)

= Aea(x)*b(y)

= hec(x,y)
c(x, Ay) = Aec(X,y) (wird in analoger Weise gezeigt)

Sei jetzt eine k-bilineare Abbildung

c:AxB—C,(xy) » a’(x)*b’(y),
mit Werten in einer affinen k-Algebra C’ gegeben, wobei
a:A—C,b:B—C
k-Algebra-Homomorphismen sind. Wir haben zu zeigen, ¢’ faktorisiert sich eindeutig

uber c.
Man beachte, die Homomorphismen a’ und b’ lassen sich aus ¢’ wiedergewinnen:

c’'(x, 1) =a’(x)b’(1)=a’(x)*l =a’(x)

¢’(Ly) =a’(l)-b’(y) = 1-b’(y) = b’(y),
sind also durch ¢’ eindeutig festgelegt. Als affine k-Algebra hat C’ hat die Gestalt

C =k[Z’]

mit einer affinen k-Varietit Z’. Die k-Algebra-Homomorphismen a’, b’ induzieren
Morphismen von k-Varietiaten

p = a7 — Xund q’:= b 7’ — Y.
(vgl. Bemerkung 1.4.7 (iv)). Weil Z ein Produkt von X und Y mit den natiirlichen
Projektionen p und q ist, gibt es genau einen Morphismus von k-Varietitenr: Z’ — Z,

fur welchen das Diagramm (1) kommutativ ist. Insbesondere hat man kommutative
Dreiecke

7 7z 7 L7
9 d b
pl v el S
X Y

Wir gehen zu den induzierten Abbildungen auf den Koordinatenringen uber und
erhalten Kommutative Diagramm von k-Algebra-Homomorphismen
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~Y ~Y
b b

c c
C —-C CcC —-C
und
aT S bT /o

A B

(vg. Bemerkung 1.4.7 (vi)). Es folgt

2)

c’(x,y) =a’(x)*b’(y) (Definition von ¢’)
=C’a(x))* < (b(y)) (Kommutativitit der Dreiecke (2))
= rg’(a(x)-b(y)) (r(\:J’ ist k-Algebra-Homomorphismus)
= ¢’ (c(x,y))

d.h. ¢’ faktorisiert sich tiber c. Wire die Faktorisierung nicht eindeutig, so wiirde es

einen zweiten k-Algebra-Homomorphismus wie < geben, sagen wir d’: C—C’. Die

Dreiecke (2) waren dann auch fur d” anstelle von ¢’ kommutativ (man setze x = 1
bzw. y = 1). Dann wire aber das Diagramm (1) auch fur

S = ’c\f’#: 7 —7,
anstelle von r kommutativ, d.h. r wére nicht eindeutig bestimmt und Z kein Produkt
von X und Y. Dieser Widerspruch zeigt, daB Bedingung (b) erfullt sein muf.
Beweis von (b) = (a).

Seien p: Z — X und q: Z — Y zwei solche Morphismen affiner k-Varietaten, daf}
Aussage (b) fur die induzierten k-Algebra-Homomorphismen

a:=p*: A:=k[X] —k[Z] = Cund b :=q*: B :=k[Y] — k[Z]
gilt.
Wir haben zu zeigen, dal dann Z ein Produkt der affinen k-Varietiten X und Y ist.
Seien also zwei Morphismen affiner k-Varietiten

p:Z2Z —Xundq:Z —Y

gegeben. Wir setzen
C =k[Z"]
und bezeichen die auf den Koordinatenringen induzierten k-Algebra-Homomorphismen
mit
a=p*A—Cbzw.b:=q*: B— C".
Die Abbildung
c:AxXB—C,(x,y) » a(x)b'(y),
ist dann bilinear iiber k. Auf Grund der Voraussetzung (b) faktorisiert sich ¢’ eindeutig
uber c, d.h. es gibt genau einen k-Algebra-Homomorphismus
¢’: C—C’ mitc’ = coc.

Wir erhalten so einen Morphismus von affinen k-Varietiaten

r=(Y 72 7.
Wegen ¢’ = Coc gilt

1a’(x) =c’(x, 1) = ¢ (c(x,1) = €*(a(x)) und b’(y) = ¢’(1,y) = ¢ (c(1,y)) = ¢ (b(x))
also

a’=c’caund b’ = ¢’°b,
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d.h. wir erhalten kommutative Diagramme (2). Wir gehen zu den zugehorigen
Morphismen affiner k-Varietaten tiber und erhalten kommutative Diagramme

7 7z 7 L7

b d’ 3
Pl v M| g )
X Y

und damit ein kommutatives Diagramme (1). Damit existiert ein Morphismus r wie in
der Produkt-Definition gefordert. Wir haben noch seine Eindeutigkeit zu beweisen.
Angenommen, es gibt einen weiteren solchen Morphismus wir r, sagen wir

s: 2 — 7.
Dann sind die beiden Dreiecke (3) auch mit s anstelle von r kommutativ. Sei

@ =s:C—C
der induzierte k-Algebra-Homomorphismus auf den Koordinatenringen. Dann sind die

Diagramm (2) fur d” anstelle von ¢ kommutativ, d.h. es:

~/ ~/

a’=d’caund b’ = d’°b,

und damit
c’(X,y) =a’(x)*b’(y) (Definiton von ¢’)
=d’@a(x))* d’(b(x)) (Wahl von d)
= d’(a(x)*b(x)) (d” ist k-Algebra-Homomorphimus)
= ?f*(c(x,y)) (Definition von c)
also
c’ =d’ec.

Die Faktorisierung von ¢’ uber ¢ ist damit nicht eindeutig. Dies steht aber im
Widerspruch zur Voraussetzung (b). Unsere Annahme, dall der Morphismus r nicht
eindeutig bestimmt ist, muf falsch sein. Wir haben gezeigt, Z ist ein Produkt von X
und Y mit den natiirlichen Projektionen p und q.

Beweis von (iv).
1. Schritt. Die naturlichen Projektionen

Specm A®kB — Specm A und q: Specm A®kB — Specm B

werden induziert durch die k-Algebra-Homomorphismen

p* A — A®kB’ X B x®1,und g*: B — A®kB’ y B 1®y.

Nach (ii) erhalt man aus p und q die induzierten k-Algebra-Homomorphismen
a:=p*A— A®kB und b:=q*: B — A®kB
dadurch, da3 man in der bilinearen Abbildung
c: AXB — A®kB’ X, y) » x®y,
ein Argument gleich 1 setzt
ax) =c(x, 1) =x®1

~ b(y)=c(ly) =1®y .
Wir haben hier den Koordinatenring C = k[Z] des Produkts Z von X und Y

entsprechend (iii) mit dem Tensorprodukt A®kB identifiziert.

Wegen p = (p¥)" und q = (q*)" (nach Bemerkung 1.4.7 (vi)) entstehen damit die
beiden Morphismen p und q in der angegebenen Weise aus den k-Algebra-
Homomorphismen a bzw. b.
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2. Schritt. o ist wohldefiniert, d.h. A(")P ist ein maximales Ideal von A und B[ \P ein
maximales Ideale von B.

Wir beschranken uns darauf, zu zeigen, A(P ist ein maximalen Ideal. Die
Argumentation fur B(")P ist analog.
Wegen A( P = (p*)'l(P) induziert p*: A & A®kB einen injektiven Homomorphismus
von k-Algebren

kS)A/A(VPS A®kB/P =Kk,
wobei der Isomorphismus rechts besteht, weil P ein maximales Ideal ist. damit ist die
Injektion auch surjektiv, es gilt k = A/A( P, d.h. A( P ist maximales Ideal von A.

3. Schritt.  ist wohldefiniert, d.h. A®kQ + P®kB ist ein maximales Ideal.

AuBerdem sind o und § zueinander inverse Bijektionen,
a°fy = Id und Bea = Id.

Fur maximale Ideale P von A und Q von B gilt auf der Grund der Rechtsexaktheit des
Tensorprodukts

A®kB/(P®kB+A®kQ) = (A®kB/ P®kB) / (P®kB+A®kQ / P®kB)
= (A/P)®kB / (A®kQ)- (A/P)®kB
= (A/P)®kB / (A/P)@kQ
= (A/P)®k(B/Q)
= k®kk, (vgl. 1.3.3 (i) und Bemerkung von 1.3.2)
=K,
d.h. R:= P®kB+A®kQ ist ein maximalen Ideal von A®kB und f3 ist wohldefiniert.
Wegen
AR D Palso A ()R =P (weil P maximal in A ist) und
B (R 2 Qalso B[R =Q(weil P maximal in A ist).
gilt
a(B(P, Q) = ((A®, Q + PO B) = (P, Q),

d.h. a°f = 1d. Insbesondere ist a surjektiv und f ist injektiv.

Zum Beweis der verbleibenden Aussagen des dritten Schritts reicht es zu zeigen, da3 §
auch surjektiv ist. Dazu betrachten wir ein maximales Ideal R von A®kB. Nach dem

zweiten Schritt sind
P:= ANR = () |(R), und Q := BMNR = (¢ (R),
maximale Ideale von A bzw. B. Nach Definition von P und Q gilt
P®1 = p*(P) = p*(p*) |(R) CR
und
1®Q = ¢*(Q) = ¢*((¢") '(R) CR

und weil R eine Ideal ist auch

B(P, Q)= P®kB + A®kQ =(P®1 + 1®Q)~A®kB CR.



72

Well links ein maximales Ideal und rechts ein echtes Ideal steht, muf3 das

Gleichheitszeichen gelten, d.h. das vorgegebene maximale Ideal R liegt im Bild von f.
QED.

1.5.2 Lemma: Reduziertheit bzw Nullteilerfreiheit von A®kB

Seien A und B endlich erzeugte k-Algebren. Dann gelten die folgenden Aussagen.
1) A®kB ist reduziert, falls A und B es sind.

(ii) A®kB ist nullteilerfrei, falls A und B es sind.

(i)  Seien X C k"und X’ C kn’ algebraische Mengen mit den Koordinatenringen
k[X] =Kk[TI/I(X) und k[X"] = k[T’ J/I(X").
Dabei stehe T’ fur n” Unbestimmte T’l,...,T’n, . Dann gilt

KIXI®, k[X] = k[T, T YAK) k[T, T HIX ) k[T, T]).

(£(T) mod I(X))Q((T*) mod I'(X)) #s f(T)+f(T*) mod [(X)~k[T,T"]+I(X")k[T,T"].
Es gibt eine algebraische Menge Z C K i

I(Z) = I(X)k[T, T’ ]4+I(X*)*k[T,T’]
Versieht man die algebraischen Mengen X, Y und Z mit der Zariki-Topologie
und den zugehorigen Strukturgarben, so wird Z ein Produkt der k-Varietaten X
und X’.
(iv)  Bei der Isomorphie von (iii) entspricht das Element

f®g e k[X]®kk[X’] mit fEK[X] und f’Ek[X’]
der Abbildung
XxX' — k, (X, X’) » f(X)f’(x).

Beweis. Zu (i). Seien A und B reduziert und sei
n
o:=3 ai®bi
i=1
ein nilpotentes Element von A®kB. Wir haben zu zeigen, dieses Element ist Null. Weil

x®y € A®kB

eine Uber k bilineare Funktion der Elemente x € A und y € B ist, konnen wir
annehmen’’, die Elemente

bl""’ bn € B sind linear unabhéngig uiber k.

Sei h: A — k ein Homomorphismus von k-Algbren. Dann ist
h®]Id: A®kB — k®kB = B, a®b » h(a)®b i h(a)*b

ebenfalls ein Homomorphismus von k-Algebren. Das Bild von o bei diesem
Homorphismus ist ebenfalls nilpotent, also - da B reduziert ist - gleich Null:

n
0= (h®Id)() = := 3 h(a)b,
i=1

°! Bei einer Linearen Abhéngigkeit iiber k kann man eines der b, als Linearkombination der anderen
i

schreiben.
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Weil die bi linear unabhéngig sind uiber k, folgt

h(ai) = 0 fur jeden k-Algebra-Homomorphismus h: A — k.
Weil A eine reduzierte und endlich erzeugte k-Algebra ist, hat sie die Gestalt
A =Kk[X]
mit einer algebraischen Mengen X C k" (vgl. 1.3.1). Fur jeden Punkt xEX ist die
Auswertungsabbildung

A—k ap ax),
ein k-Algebra-Homomorphismus. Deshalb gilt

ai(x) =0 fur jeden Punkt x € X undi=1,..., n.
Mit anderen Wort a, ist als Element von k[X] = A gleich O fur jedes i. Dann ist aber

auch a gleich Null.
Zu (iii). Nach (i) ist k[X]®kk[X’] reduziert (weil k[X] und k[X’] reduziert sind, also

von der Gestalt
k[X]®kk[X’] = k[Z]

mit einer algebraischen Menge Z. Nach den Bemerkungen von 1.5.1 ist Z ein Produkt
von X und X’. Mit

J = 1X)k[T, T’ J+I(X*)*k[T,T’]
gilt

k[T, T’]J = k[T]®kk[T’] / (I(X)®kk[T’] + k]T]®kI(X’))

= (k[T]®kk[T’]/I(X)®kk[T’]) / (I(X)@kk[T’] + k]T]®kI(X’))/ I(X)®kk[T’]

~ KIT] , . KIT] ; -

= m(@kk[T] / k]T]®kI(X )e I(T)®kk[T] (Rechtsexaktheit  des
Tensorprodukts)

~ KI[T] ., KIT] )

=100 T g0

~ K[T] o, k[T’]

- IX) TkIX?)
Tensorprodukts)

= k[X] ®, K[X’]

=Kk[Z] (nach Wahl von Z)
Weil das Tensorprodukt reduziert ist (nach (i)), ist das Ideal J reduziert, d.h. es ist
I =1(2).
Nach Konstruktion ist damit die zugehorige k-Varietat Z ein Produkt der k-Varietaten X
und Y.
Zu (ii). Seien A und B nullteilerfrei. Wir haben zu zeigen, daf}

A®kB

(Rechtsexaktheit des

nullteilerfrei ist.
Nach (i) ist A®kB reduziert, also von der Gestalt

A®, B =K[Z]

mit einer algebraischen Menge Z. Es reicht zu zeigen,
Z ist irreduzibel.
Nach (iii) konnen wir annehmen, Z C k™™ st die algebraische Menge mit dem Ideal
I(Z) = I(X)=k[T,T’] + I(Y)k[T,T’].
Insbesondere ist Z als Punktmenge von der Gestalt
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Z=XxY,
wobei rechts das mengentheoretische Produkt von X und Y stehe.
Sei Z Vereinigung von zwei abgeschlossenen Teilmengen, sagen wir
Z=7\Uz"
Wir haben zu zeigen, Z C 7’ oder Z C 7. Dazu betrachten wir die Mengen
X =xeXI{xIxYCZ}und X" :={xEXI|{x}xy C 7"}

Diese Mengen sind abgeschlossen. Wir zeigen dies fur X’, der Beweis fur X ist
analog. Es gilt

X = Y mtY ={xeXIxyE”Z}.
Ny YymitY, = xEXI(xy €2}
Jede der Mengen Yy ist abgeschlossen, denn es ist

Yy = {(x,y) €K"M| f(x) = 0 und g(x.y) fur f(T) € [(X) und &(T,T°) EI(Z’)}

Damit ist aber X’ als Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen selbst abgeschlossen.
Wegen
Y = {x}xY

= {xxVNZ'UzZ") (es gilt {x}xY CXxY =Z=2"U2Z")
=(({xPMZ) U ((x)MZ”)

und weil Y irreduzibel ist, gilt
{x}XY = ({x}xY)(Z’ oder {x}xY = ({x}xY)(\Z’

also
{x}xY =7’ oder {x}xY C 7’

fur jedes x € X, also
X=X U X"

Weil X irreduzibel ist, folgt X = X” oder X = X”. Im ersten Fall gilt
Xxy C 7

1m zweiten ist
Xxy C 77

Es gilt also XXY =7’ oder XxY =Z”. Damit ist die Irreduzibilitat von Z bewiesen, d.h.
A®kB =Kk[Z]

ist nullteilerfrei.

Zu (iv). Sei
J = 1I(X)k[T, T’ ]+I(X")k[T,T"].

Fur beliebige Polynome f € k[T] und f* € k[T’] entspricht nach (iii) bei der [somorphie
k[X]®kk[X’] = K[T, T')/A(X)k[T, T’ |+I(X’)ek[T,T’]).
das Elemente
fIX ® f IX’ von k[X]@kk[X ]

dem Element
f(T)-g(T’)IXXX, von k[XxX’]

d.h. der Abbildung
XXX — k, (%, X") b f(x)f(x).

QED
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1.5.3 Aufgaben
(1) Man zeige, C@R(C besitzt Nullteiler.

(2) Man beweise, die Annahme in 1.5.2, dal A und B endlich erzeugte k-Algebren
sind, kann weggelassen werden.
Bemerkung

Der Korper R ist nicht algebraisch abgeschlossen. Die in den Aufgaben formulierten
Aussagen stehen deshalb nicht im Widerspruch zu den Aussagen von 1.5.2.

Beweis. Zu (1). (C@]RC ist ein 4-dimensionaler Vektorraum tiber den reellen Zahlen

mit der Basis
1®1, 1®1, i®1, i®1.
Insbesondere sind

1®1 + 1®iund i®1 - 1®1
von 0 verschiedene Elemente. Ihr Produkt ist jedoch Null:

(®1 + 1®i)(i®1 - 1®i) = i2®1 - IQiZ =0

Zu (2). Seien A und B beliebige k-Algebren und seien
A die Familie der endlich erzeugten Teilalgebren von A,
B die Familie der endlich erzeugten Teilalgebren von B,
und

C die Familie der Tensorprodukte A’®kB’ mit A’EA und B’EB.

Dann gilt
A=UA

B=B

und
A®B=UJC
Deshalb ist A®kB reduziert, wenn die Tensorprodukte von C es sind, und A®kB ist

nullteilerfrei, wenn die Tensorprodukte von C es sind. Deshalb gelten die Aussagen
von 1.5.2 auch ohne die Annahmen, dal A und B endlich erzeugte k-Algebren sind.
QED.

1.5.4 Satz

Seien X und Y zwei affine k-Varietiten

(1)  Das Produkt XxY existiert und ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und hat
den affinen Koordinatenring k[ X] ®kk[Y]

(i) XXY ist irreduzibel, falls X und Y es sind.

Beweis. Zu (i). Die Aussage folgt aus 1.5.2 (i) mit A = k[X] und B = k[Y] und den
Bemerkungen 1.5.1 (i1) und (iii).

Zu (ii). Die Aussage folgt aus 1.5.2 (ii) und dem zweiten Teil von Aussage (i).
QED.

1.5.5 Aufgaben

Aufgabe 1

Zeigen Sie, die k-Varietat XxX’ kann als Punktmenge mit dem Produkt der Mengen X
und X’ identifiziert werden.

Beweis. Siehe Bemerkung 1.5.1 (iv).

QED.
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Aufgabe 2

Mit der Identifikation von Aufgabe 1 ist die Zariski-Topologie von XxX feiner also die
Produkt-Topologie. Geben Sie ein Beispiel an, in welchen die beiden Topologien
verschieden sind.

Beweis. Wir bezeichnen mit

S(XxX’) die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von XxX’ beziglich der
Zariski-Topologie
S’(XxX”) die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von XxX’ bezuglich der
Produkt-Topologie.
Wir konnen o0.B.d.A. annehmen,
X Ck"und X’ C k"
k[X] = k[T]/I(X) und k[X] = k[T’ J/I(X")
1. Schritt. S*(XxX*) C S(XxX").
Die Produkt-Topologie von XxX’ ist definiert als die grobste Topologie, bei welcher
die naturlichen Projektionen
XxX' — X, (x,x) b X, und XxX’ —X’, (x,Xx) » X',
stetig sind. Das ist genau dann der Fall wenn die Mengen der Gestalt
FxX’ und XxF’ mit F abgeschlossen in X und F’ abgeschlossen in X’
offen sind in XxX’. Das bedeutet,
S’ (XxX’)
besteht aus allen Mengen, die man durch Bilden von endlichen Vereinigungen und
beliebigen Durchschnitten aus den Mengen der Gestalt FxX” und XXF’ bilden kann.

Da in beliebigen topologischen Raumen endlichen Vereinigungen und beliebige
Durchschnitte abgeschlossene Mengen in abgeschlossene Mengen uberfuhren, reicht es
Zu zeigen

FxX’ € S(XxX’) und XxF” € S(XxX”)

fur F abgeschlossen in X und F’ abgeschlossen in X”.

Nach Voraussetzung haben F und F’ die Gestalt

Die Elemente von S’(XxY) sind die Durchschnitte von Mengen der Gestalt
FxF’ mit F abgeschlossen in X und F’ abgeschlossen in X’.
Als abgeschlossene Mengen von X bzw. X’ haben F und F’ die Gestalt

F = VX(fl’ s fr) mit fl’ ,fr € k[X]
F =VX,(f 1""’fr’) mltfl,...,fr,Ek[X ].
Wir fassen die fi und f ,j als Elemente des Polynomrings k[T, T’] auf und erhalten

FXX = Vo oo (F,®1, ., £ ®1),

f1®1, e fr®16k[X]®kk[X’]:k[XXX’]
XXF’ = VXXX’( f’1®1, e f’r®1),
1®f’1, e 1®frEk[X]®kk[X’]=k[XXX’]

Dies sind abgeschlossene Mengen von XxX’ bezuglich der Zariski-Topologie, also
Elemente von S(XxX’).
2. Schritt. Ein Beispiel, in welchem die Inklusion des ersten Schritts echt ist.
Sei
K[X] =k[t], kK[X']=k[t)]  (t, t’ zwei Unbestimmte).
Dann ist
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KIXxX] = k[11®, k[t'] = K[t.]

Die abgeschlossenen Mengen von X sind aufler X selbst nur die endlichen Teilmengen
von X, wir konnen sie uns als endliche Teilmengen einer x-Achse vorstellen.”

Analog sind die abgeschlossenen Mengen von X’ sind aufler X’ selbst nur die
endlichen Teilmengen von X, wir konnen sie uns als endliche Teilmengen einer y-
Achse vorstellen.

Die Mengen der Gestalt FxX’ mit F endlich bestehen dann aus endlich vielen Geraden

parallel zur y-Achse, die der Gestalt XXF’ mit F* endlich aus endlich vielen Geraden
parallel zur x-Achse.

Die Durchschnitte von solchen Mengen sind entweder wieder vom selben Typ oder
endliche Punkt-Mengen.

Indem wir zu endliche Vereinigungen uibergehen, erhalten wir insgesamt Mengen der
folgendne Gestalt.

{endlich viele Punkte}|_J{endliche viele achsen-parallele Geraden}

und zusatzlich XxX’ und &.
Endliche Vereinigungen von Mengen dieses Typs sind wieder Mengen dieses Typs.
Beliebige Durchschnitte von Mengen dieses Typs sind wieder Mengen dieses Typs. Die
Mengen dieses Typs sind deshalb gerade die abgeschlossenen Mengen der Produkt-
Topologie.
Die Diagonale der xy-Ebene, d.h. die Nulltstellenmenge des Ideals

(t-t)ok]t, t']

ist Zariski-abgeschlossen, aber nicht von diesem Typ, d.h.

S’ (XxX”) und S(XxX’) sind verschieden.
QED.

Aufgabe 3

Sei F ein Teilkorper von k. Dann existiert das Produkt zweier affiner F-Varietaten und
ist bis auf einen F-Isomorphismus eindeutig bestimmt.
Beweis. Seien X und Y zwei affine F-Varietiten und
F[X] C k[X] und F[Y] C k[Y]
die zugehorigen F-Strukturen auf deren affinen Koordinatenringen. Dann verwenden
wir
FIXxY] := F[X]®FF[Y]

als F-Struktur auf dem affinen Koordinatenring
k[XxY] :=k[X] ®kk[Y]

von XxX.

F[XxY] ist tatsachlich eine F-Struktur von k[XXY], denn es gilt
k®F FIXxY] = k®FF[X]®FF[Y]

= k[X]®FF[Y] (F[X] ist F-Struktur von k[X])
= k[ X] ®kk ®FF [Y] (k[X] ist ein k-Modul)
= k[X] ®kk[Y] (F[Y] ist F-Struktur von k[Y])

52 Polynome in ener Unbestimmten haben nur endlich viele Nullstellen (oder sind identisch Null).
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Nach 1.4.9, Eigenschaften der OX(U)(F), (i1) - (iv), ist die F-Struktur auf der affinen

Varietat XxY vollstandig festgelegt.
QED.

Zum Geometrischen Hindergrund des Begriffs der affinen F-Varietit

Unsere Definition des Begriffs der affinen F-Varietit technisch technischer Natur. Es
gibt jedoch einen einfachen geometrischen Hintergrund fur diese Konstruktion. Eine
Beschreibung dieses Hintergrunds erfordert eine Verallgemeinerung des Begriffs der
affinen algebraischen Varietit, die selbst vergleichsweise technisch ist, die Bedeutung
des Begriffs der F-Varietit und die Konstruktionen in diesem Kontext jedoch
verstandlicher macht. Wir beschrinken uns auf einige Hinweise.

1. Schritt. Spektrum und maximales Spektrum einer endlich erzeugten reduzierten F-
Algebra

Fur jede endlich erzeugte reduzierte F-Algebra A betrachte man die Menge

Specm A
der maximalen Ideale und fuhre dort die Zariski-Topologie ein, deren abgeschlossene
Mengen gerade die Mengen der Gestalt

VM) :={P € Specm A IM C P }, M C A eine beliebige Teilmenge,
haben. Die Konstruktion 146t sich fur beliebige kommutative Ringe mit 1 ausfihren (die
nicht endlich erzeugt oder reduziert sein mussen). Es gibt nur ein Problem: nicht jeder
Homomorphismus von Ringen mit 1, sagen wir
h:A—B
definiert eine Abbildung
h”:Specm B —s Specm A, P 15 h™L(P),
denn das Urbild eines maximalen Ideals von B mufl maximal in A sein. Zum Beispiel
fur
A :=Kk[T] ein Polynomring und B := k(T) dessen Quotientenkorper,

hat B das Nullideal als einziges maximales Ideal. Dessen Urbild in A ist nur maximalen,
wenn die Anzahl der Unbestimmten T gleich O ist. Deshalb ist es sehr viel bequemer,
anstelle des maximalen Spektrum Specm A das Spektrum

Spec A
aller Primideale zu betrachten und die Zariski-Topologie in der analogen Weise zu
definieren, die Mengen der Gestalt

VM) :={P &€ Spec AIMC P}, M C A eine beliebige Teilmenge,
sind dann gerade die abgeschlossenen Mengen. Die Eigeschaften dieser V(M) sind dann
im wesentlichen dieselben wie im von uns betrachteten Spezielfall. Jeder

Homomorphismus h: A — B von Ringen mit 1 definiert dann eine stetige Abbildung

n; Spec B— Spec A, P » h'l(P).
Der Stetigkeitsbeweis ist derselbe wie in unserem Spezialfall: man zeigt, es gilt

"y L(D()) = D(h(f)) fir jedes f € A.
Allerdings hat man den Hilbertschen Nullstellensatz nicht zur Verfugung. Man kann
deshalb die Mengen der Gestalt

Spec A

nicht mit den Nullstellenmengen polynomialer Gleichungssysteme identifizieren.
Andererseits lassen sich viele Aussagen des von uns behandelten Spezialfalls auf den
allgemeinen Fall uibertragen. Zum Beispiel bilden die offenen Hauptmengen

D(f) :==Spec A- V() mitf € A
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eine Topologie-Basis und jede offene Menge von Spec A ist Vereinigung von endlich
vielen offenen Hauptmengen, d.h. Spec A ist quasi-kompakt. Die natiirliche Abbildung

A—A ¢
in den Quotientenring induziert eine stetige Abbildung
Spec A ¢
mit dem Bild D(f) und
Spec A F— D(f)

ist ein Homodomorphismus.Die meisten Beweise sind so #dhnlich wie in unserem
Spezialfall, oft sogar einfacher.

—> Spec A

Wie im von uns betrachteten Spezialfall kann man die Mengen V(M) als
Nullstellenmengen von Funktionen betrachten, die auf Spec A definiert sind. Fur

f& Aund P € Spec A
setzt man
f(P) :=fmod P € A/P C Q(A/P)

Der Wert von f an der Stelle P liegt im Quotientenkorper des Integrititsbereichs A/P.
Allerdings kann der Wert f(P) fur verschiedene P in verschiedenen Korpern liegen. Die
durch f definierte Funktion, die oft auch mit f bezeichnet wird,

f: Spec A — vPESpec A Q(A/P), P » f(P),

hat Werte in der disjunkten Vereinigung aller Quotientenkorper der Gestalt Q(A/P) mit
P&Spec A. Das reicht fur viele Félle. Zum Beispiel gilt nach wie vor:

@) (fg)(P) =0 = f(P) = 0 oder g(P) = 0 (fur beliebige f,g € A).

(i1) f(P) #0 > %E A . definiert eine Funktion auf der Umgebung D(f) von P.

f

Allerdings ist ein Element f € A nicht nicht eindeutig festgelegt durch die zugehorige
Abbildung auf Spec A. Alle nilpotenten Elemente von A definieren die Nullabbildung
auf Spec A (da sie in jedem Primideal P von A liegt, gilt f(P) = O fur alle P). Genauer
kann man sagen,
Zwei Elemente f, g € A definieren genau dann dieselbe Funktion auf Spec A, wenn
ihre Differenz im Nilradikal von A liegt,

f-g €4/0 = {x € A | x ist nilpotent } =** (1] Spec A.
Fur reduzierte Ringe sind die Elemente von A durch deren zugehorige Funktionen auf
Spec A festgelegt.

2. Schritt. Die Strukturgarbe eines Spektrums

In derselben Weise wie von uns durchgefuhrt, kann man auf
X =Spec A
eine Garbe definieren, die Strukturgarbe OX oder auch Garbe der reguldaren Funktionen

auf den offenen Mengen von Spec A. Ist A reduziert, so kann man eine regulare

Funktion nach wie vor definieren als eine Funktion die lokal von der Gestalt
P 2((12) mitf, g€ A

ist, wobei g in einer Umgebung des betrachteten Punkts ungleich Null ist. Im

allgemeinen Fall ist die Situation etwas schwieriger. Anstelle der Abbildung

P » f(P),

% vel. Matsumura [2], p. 3.
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die jedem Punkt den Wert von f an der Stelle P zuordnet, muBl man die
“Potenzreihenentwicklung” von f in einer Umgebung von P betrachten. Eine regulire
Funktion ist dann eine Abbildung, die lokal von der Gestalt

P éEAPmitf,gEA
ist, wobei g in einer Umgebung des betrachteten Punktes ungleich Null ist. Wie bisher
ist dann

(‘)X(X) = A und OX(D(f)) = Af fur jedes f € A. (1)

Die Beweise findet man bei Hartshorne [1], Kapitel 1I, Abschnitt 2, Proposition 2.2
oder ausfuhrlicher bei Shafarevich, I.LR. [1], Kapitel V, §2, Abschnitt 2.

Ein geometrischer Raum (X, OX) mit X = Spec A, A ein kommutativer Ring mit 1 und

OX die eben konstruierte Strukturgarbe heifit affines Schema.

3.Schritt. Die Aquivalenz der Kategorie der kommutativen Ringe mit 1 und der affinen
Schemata.

Wie in 1.4.7 konstruiert man quasi-inverse Funktoren

#
(affine Schemata ) <T—) (kommutative Ringe mit 1)

4. Schritt. Das Produkt zweier affiner Schemata Uber F

Mit Hilfe der Funktoren des dritten Schritt zeigt man, daf3 fur je zwei Algebren A und B
uber einem Korper F das affine Schema

Spec A®FB = Spec A x Spec B
gerade das Produkt von Spec A und Spec B (in der Kategorie der affinen Schemata
uiber F ist).
5. Schritt. F-Strukturen affiner Spektren Uber k als Faktoren von Faser-Produkten

Ist F ein Teilkorper von Kk, AF eine F-Algebra und A = k®FAF. So gilt in der

Kategorie der affinen F-Schemata

(i) Spec AF x Spec k = Spec A.
Sei AF endlich erzeugt iber F und A eine affine k-Algebra. Dann gilt zusatzlich
(i) Ist AF endlich erzeugt iber F und A eine affine k-Algebra, so ist
X :=Specm A C Spec A
(versehen mit Unterraum-Topologie und der Garbe oX'Specm A) gerade die

affine k-Varietat mit dem Koordinatenring A.

(iii) Die F-abgeschlossenen Mengen von X bezuiglich der F-Struktur AF von A sind

gerade die Mengen der Gestalt
(Y®Fk) () Specm A mit Y = Spec AF/J ,JC AF ein Ideal.

(iv) Die F-offenen Hauptmengen von X beziiglich der F-Struktur AF von A sind

gerade die Mengen der Gestalt™

% Man beachte

(AF) f®Fk = (AF) f® AFAF ®Fk ((AF) ¢ ist ein AF-Modul)
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((AF) f®Fk) () Specm A mit f € AF ein Element.

Fur die Strukturgarbe O, von X_ = Spec A, (bzw. Specm A_) und f € A
XF F F F

OXF(D(f)) =(Apy-”

F gilt

Dies ist gerade die F-Struktur von OX(D(f)) beziglich der F-Struktur von X
bezuglich der F-Struktur AF von A.
Auf Grund der Garben-Axiome fur OX und OX ist wegen (v) fur jede F-offene
F
Menge U von X die F-Algebra
OSpec AF(U)

gerade die F-Struktur von OX (U) bezuglich der F-Struktur AF von A.

QED.

1.6 Pravarietaten und Varietaten

1.6.0
(M)

(ii)

(iii)

(iv)

Vorbemerkungen

Eine allgemeine Erfahrung in Geometrie und Analysis besagt, dall viele
tiefliegende Satze auf den Eigenschaften kompakter Rdume beruhen oder in
irgendeiner Weise mit Kompaktheitsbedingungen verkniipft sind. In diesem

Sinne haben die affinen Varietaten (uber C) einen Mangel: versehen mit der
gewohnlichen Topologie (anstelle der Zariski-Topologie) sind sie so gut wie nie
kompakt. Die Verwendung der Ein-Punkt-Kompaktifizierung dieser Raume ist
keine adequate Methode, diesen Mangel zu beheben, denn dabei geht die
polynomiale Natur der affinen Varietaten verloren.

Die richtige Methode zur Behebung dieses Mangel (fur Varietaten tiber C) bieten
die projektiven Raume und die in ihnen enthaltenen projektiven Varietiten. Jede
affine Varietat (iiber C) liegt in einer projektiven Varietat. Letztere ist kompakt
und ist in einem geeigneten projektiven Raum Nullstellenmenge von Polynomen.
Uber beliebigen Korpern steht die gewohnliche Topologie nicht zur Verfugung.
Wenn wir topologische Argumente verwenden wollen, miissen wir uns meistens
mit der Zariski-Topologie begniigen. Affine Varietiten sind in der Zariki-
Topologie zwar (quasi-) kompakt, trotzdem sind die meisten Sétze, die wir mit
der Kompaktheit verbinden, fur affine Varietiten falsch. Der Satz von Liouville,
dal jede komplex-analytische Funktion auf einer kompakten komplexen
Mannigfaltigkeit (zum Beispiel auf der Riemannschen Zahlenkugel) konstant ist,
hat fur affine Varietaten kein Analogon.

Um solche Satze wie den Satz von Liouville auf den Fall algebraischer Varietiten
zu ubertragen und zwar Uber beliebigen Korpern, fur die nur die Zariski-
Topologie zur Verfugung steht, ist der gewodhnliche Kompaktheitsbegriff
ungeeignet. Wir miissen statt dessen eine Bedingung im Rahmen der Zariki-
Topologie finden, die der Kompaktheitsforderung in der gewdhnlichen Topologie

= (AF) f®AFA (AF ist eine F-Struktur von A)

= Af (Quotientenmodul von A uber AF bezuiglich {fn})

> Die offenen Hauptmengen D(f) von Specm AF und D’(f) von Spec AF bestimmen einander. Es gilt

D) =D’(f) () Specm AF und D’ (f) = {P’ € Spec AF P> C Pfurein PE D(f) }
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entspricht. Ein solcher Be7griff ist der Begriff der vollstindigen Varietit’® oder
auch eigentlichen Varietit’’. Vollstandige Varietiten haben die Eigenschaft, daf
jeder auf ihnen definierte Morphimus abgeschlossene Teilmengen in
abgeschlossene Teilmengen tuberfithrt’®, so wie stetige Abbildungen kompakte
Mengen in kompakte Mengen uiberfuhren. Sehen wir uns ein einfaches Beisspiel
an, um die Verbindung zum Kompaktheitsbegriff zu illustrieren.

Sei X die Hyperbel, welche in der affinen Ebene die Gleichung

xey-1=0

besitzt. Das Bild der Hyperbel bei der Projektion auf die x-Achse ist die x-Achse
ohne den Ursprung. Das Bild der abgeschlossenen Teilmenge X der Ebene ist
eine Menge, welche nicht abgeschlossen ist. Der fehlende Ursprung ist ein
Hinweis darauf, dal die Hyperbel in der affinen Ebene eine “unvollstiangige”
Kurve ist. Ihr fehlt ein Punkt, namlich der Punkt in unendlicher Ferne in
Richtung der y-Achse, welche bei der Projektion in den Ursprung uibergeht. Nach
Hinzufugen dieses Punktes, wirde immer noch ein Punkt fehlen: im Bild der
Hyperbel bei einer Projektion auf die y-Achse fehlt ebenfalls der Urspung. Es ist
ein weiterer Punkt in unendlicher Ferne in Richtung der x-Achse zur Hyperbel
hinzuzufugen. Damit die Projektionen auf die Achsen weiterhin moglich sind,
muf man auch zu den beiden Koordinaten-Achsen jeweils einen unendlich fernen
Punkt hinzufugen. Dabei kann man die “vervollstangigten” Kurven so mit einer
Topologie versehen, da} sie kompakt werden (sowohl in der Zariski-Topologie

als auch - uber C der gewohnlichen Topologie). Die beiden Koordinaten

Achsen und die Hyperbel werden so zu “projektiven Geraden” (iber C zu
Riemannschen Zahlenkugeln). Bei einem geeigneten Koordinatenwechsel
bekommt die Hyperbel die Gleichung einer Ellipse. Aus der Sicht der projektiven
Geometrie gibt es keinen Unterschied zwischen Ellipsen, Hyperbeln und

Parabeln. Alle “vervollstandigten” Kurven sind uiber C kompakte topologische
Réume in der gewohnlichen Topologie. Die Aussage, daf3 im Bild einer solchen
Kurve kein Punkt fehlen kann, entspricht gerade der Aussage, das stetige Bilder
kompakter Menge ist kompakt sind.

Einer der grundlegenden Siatze der algebraischen Geometrie besagt, daf}
projektive Projektive Raume und ihre abgeschlossenen Teilmengen vollstindig
sind (sowohl in der Zariski-Topologie als auch uber C in der gewohnlichen
Topologie). Um die Stellung der projektiven Varietiten in der algebraischen
Geometrie besser zu verstehen werden wir sie als spezielle geometrische Raume
definieren. Wir beginnen mit allgemeineren Konstrukten: den Varietaten.
Zunichst definieren wir Pravarietaten als geometrische Raume, die lokal so
aussehen wie affine Varietiten. Wir folgen dabei der Sichtweise die zum Begriff
der Mannigfaltigkeit fuhrt: Mannigfaltigkeiten sind topologische Raume, die lokal

so aussehen wie offene Mengen im R". So wie die offenen Mengen im R" die
lokalen Modelle fur die Mannigfaltigkeit sind, so sind die affinen Varietiten die
lokalen Modelle der Pravarietaten. Pravarietaten entstehen, indem man affine
Varietiten zusammenkleben. Die Vorsilbe “Pra-” kommt daher, dafl beim
Zusammenkleben Objekte entstehen konnen, die man lieber ausschlieBen wurde.
Zum Beispiel kann man zwei Exemplare der reellen x-Achse zusammenkleben,
indem man alle einander entsprechende Punkte identifiziert - mit Ausnahme der
beiden Ursprunge. Man erhilt so eine reelle Gerade mit zwei Ursprungen. Sie
sieht lokal so aus wie ein offenes Intervall, ist jedoch kein Hausdorff-Raum. Bei
der Betrachtung von Mannigfaltigkeiten beschrankt man sich normalerweise auf
Hausdorff-Raume. Wir gehen bei unseren Konstruktionen in derselben Weise
vor: Varietaten werden als Pravarietiten definiert, die einer zusatzlichen
Bedingung genugen, die dafur sorgt, daf affine Raume mit verdoppelten

%6 Englisch: complete variety.
°7 Englisch: proper variety.
> Die genaue Definition der vollstandigen Varietit verschieben wir auf einen spiteren Zeitpunkt.



83

Ursprung keine Varietaten sind (wohl aber Pravarietaten). Wir konnen dabei nicht
fordern, daB3 Varietiten Hausdorff-Raume sein sollen. So gut wie kein
topologischer Raum, der mit der Zariski-Topologie versehen ist, ist ein
Hausdorff-Raum. Wie beim Begriff der Kompaktheit brauchen wir eine
Bedingung, die in der Zariski-Topologie dieselbe Rolle spielt, wie in der
gewohnlichen Topologie tiber C die Hausdoff-Bedingung. Projektive Varietaten
werden wir dann als spezielle Varietaten definiert.

1.6.1 Pravarietaten

Eine Prévarietit ist ein quasi-kompakter geometrischer Raum X mit der
Eigenschaft, daf} jeder Punkt von X eine offene Umgebung U besitzt, fur welche der
geometrische Raum U mit der Strukturgarbe OXIU (vgl. 1.4.7) isomorph ist zu einer

affinen k-Varietat. Eine solche offene Menge U heifit auch affine offene Teilmenge von

X und der geometrische Raum U mit der Garbe (‘)XIU auch affiner offener Unterraum

von X. Unter einem Morphismus von Privarietiten versteht man einen Morphismus der
zugrundeliegenden geometrischen Raume. Eine Teil-Pravarietit einer Pravarietit ist ein
geometrischer Unterraum, welcher isomorph ist zu einer Pravarietit.

Der Begriff des Produkts von Pravarietiten ist in kategorialer Weise definiert, d.h. das
Produkt von zwei Préavarietiten ist definiert als Préavarietit, welche als Objekt der
Kategorie der Pravarietiten (und der oben beschriebenen Morphismen) gerade das
Produkt der beiden Ausgangs-Pravarietaten in dem Sinne ist, daf} sie in der Kategorie
der Pravarietiten die in 1.5.1 beschriebene Universalititseigenschaft besitzt.

1.6.2 Aufgaben

(1)  Eine Pravarietit ist ein noetherscher topologischer Raum.
(2)*° Fir einen topologischen Raum X sind die folgenden Aussagen dquivalent.
1. X ist irreduzibel.
2. Je zwei nicht-leere offene Teilmengen von X schneiden sich.
3. Jede nicht-leere offene Menge U von X liegt dicht in X.
(3) Ist X eine irreduzible Pravarietat und U eine affine offene Teilmenge, so ist auch
U irreduzibel.
Beweis. Zu (1). Sei X eine Pravarietat. Nach Definition gibt es eine offene
Uberdeckung von X durch affine offene Teilmengen. Weil die Pravarietat X quasi-
kompakt ist, reichen zum Uberdecken bereits endlich viele affine offene Mengen aus,
sagen wir

X = UIU"'UUn , Ui affine offene Teilmenge von X furi=1,..., n.

Sei {Fi}iEI eine Familie von abgeschlossenen Teilmengen von X. Wir haben zu

zeigen, die Familie enthélt ein minimales Element bezuglich der Relation “C” (vgl.

Bemerkung 1.1.5 (i) und Aussage 1.1.5 (ii)). Wir fuhren des Beweis durch Induktion
nach n.

Induktionsanfang n =1.

Im Fall n = 1 ist X eine affine k-Varietit und als solch ein noetherscher topologischer
Raum (vgl. 1.1.5 (ii)).

Induktionsschritt.

Wir nehmen an, die Aussage ist richtig fur Vereinigungen von weniger als n affinen
offenen Teilmengen, und haben sie fur Vereinigungen von n affinen offenen
Teilmengen Uv zu beweisen.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es in der Familie der

% Diese Aufgabe fehlt im Original. Sie wurde hier eingefithrt, um den Beweis von (3) zu erleichtern.
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Fiﬂ(UIU...UUn_I) (D
ein minimales Element, sagen wir furi =1 .. Falls F. in der Familie der Fi minimal ist,

0 iO

haben wir nichts weiter zu beweisen. Sei also Fi nicht minimal in dieser Familie. Dann

0
gibt es ein Fi welches echt enthalten ist in Fi ,

1 0

Fil C Fio ()

Weil Fi M)( UIU"'UUn 1) minimal ist in der Familie der Mengen (1), mul3
0 .

Filﬂ(Ulu...UUn_1)= Fioﬂ(UIU...UUn_l)

gelten. Wegen (2) und

F.=FNX=F N(U,U..Uu_HUF.NU_
muB dann aber die Inklusion F N U - E N U echt sein, d.h. es gilt

1 0
Filﬂ Un C Fioﬂ Un' 3)
Falls Fi in der Familie der Fi minimal ist, haben wir nichts weiter zu beweisen. An-
1
dernfalls konnen wir die obige Argumentation mit Fi anstelle von Fi wiederholen und
1 0

finden ein Fi fur welches anstelle von (2) und (3) gilt

2

Fi CFi C Fi undFi mUnCFi mUnCFi ﬂUn.

2 1 0 2 1 0

Falls auch Fi in der Familie der Fi nicht minimal ist, konnen wir beide Ketten weiter

2

verlangern. Nun ist Un als affine offene Teilmenge ein noetherscher topologischer

Raum. Die zweite Kette ist deshalb nur endlich oft verlangerungsfahig. Das Verfahren
bricht nach endlich vielen Schritten ab, was nur dann eintritt, wenn das gefundene Fi

v
minimal in der Familie der Fi ist.

Zu (2). Es bestehen die folgenden Implikationen.
X ist reduzibel & X=X U X” mit X’, X” echt und abgeschlossen in X
&% @ =1U’(MU” mit U’, U” nicht-leer und offen in X
Damit gilt auch
X ist irreduzibel & je zwei nicht-leere offene Teilmengen U’, U” von X
schneiden sich
& fur jedes nicht-leere offene Teilmenge U’ von X ist der
Durchschnitt mit jeder offenen Teilmenge U” von X nicht leer

% Folgt duch Ubergang zu den Komplementen.
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& jede offene Teilmenge U’ von X liegt dicht in X.

Zu (3). Je zwei nicht-leere offene Teilmengen U’ und U” von U sind auch nicht-leere
offene Teilmengen von X. Weil X irreduzibel ist haben U’ und U” einen nicht-leeren
Durchschnitt (nach (2)). Ebenfalls nach (2) ist demnach U ebenfalls irreduzibel.
Allgemeiner gilt, jede offene Teilmenge eines irreduziblen Raums ist irreduzibel.

QED.

1.6.3 Existenz und Eindeutigkeit des Produkts

Das Produkt von je zwei Pravarietiten uiber k existiert und ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.
Beweis. Seien
Xund Y
zwel Pravarietaten uber k.
1. Schritt. Beweis der Eindeutigkeit des Produkts bis auf Isomorphie.
Seien Z und Z’ zwei Produkte von X und Y uber k mit den natirlichen Projektionen
pPZ—Xundq:Z—Ybzwp:Z — Xundq: Z’ —Y.

Auf Grund der Universalititseigenschaften der beiden Produkte gibt es (eindeutig
bestimmte) Morphismen

r=(p,q:Z—7Z undr =(p’,qQ"): 2 —Z,
fur welche die Diagramme

zZ Z
IV e N\d
X Tr yundx v Y

AN , /4 PN\ , /a
kommutativ sind. Durch Zusammensetzen dieser Diagramme erhalt man kommatative
Diagramme
Z VA
p’ N\ P N\’
X Tr’or Y und X Tror’ Y

AN , /q P\ /¢

b

welche kommutativ bleiben, wenn man die vertikalen Morphismen in der Mitte durch
die identischen Morphismen ersetzt. Wegen der Eindeutigkeitsaussage der
Universalitatseigenschaft des Produkts folgt

r’or = Id und rer’ = 1Id,
d.h. r und r’ sind zueinander inverse Isomorphismen.

Wir wenden uns jetzt dem Beweis der Existenz des Produkts zu.
2. Schritt. Beschreibung des Produkts von X und Y als topologischen Raum.

Sei
Z = XxXY = {(x,y) | x€X und yEY}

das mengentheoretische Produkt der Mengen X und Y. Als Pravarietaten uiber k werden
X und Y von affinen offenen Hauptmengen iiberdeckt. Deshalb wird
XxY
uberdeckt von Mengen der Gestalt
UxV mit U offen affin in X, V offen affinin Y.
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Jede diesser Mengen besitzt die Struktur einer affinen k-Varietit mit dem

Koordinatenring k[U] ®kk[V] und der zugehorigen Strukturgarbe OUXV' Insbesondere

sind die Mengen UxV topolgische Raume.
Die Topologie von XxY.
Wir fuhren eine Topologie auf XXY ein, deren offene Teilmengen gerade aus
denjenigen Teilmengen von XxY bestehen, deren Durchschnitte mit allen Menge dieser
Gestalt UxV offen sind in UxV
W C XxY offen in XxY & W[ (UxV) offen in UxV

fur U offen affin in X und V offen affin in Y
Nach dieser Festlegung sind XxY und die leere Menge offen in XxY. Der Durchschnit
zweier offener Mengen von XxY ist danach offen in XxY, und dasselbe gilt fur eine
beliebige Vereinigung offener Teilmengen von XxY. Es ist also auf diese Weise
tatsachlich eine Topologie auf XxY definiert.

Offenheit von UxV in XxY fur U offen affin in X und V offen affinin Y.
Seien

U, U’ affine offene Mengen von X und

V, V’ affine offene Mengen von Y.

Dann ist U( U’ offen in U = Specm A, also Vereinigung offener Hauptmengen,
UNu’ = UiEI Specm Afi mit fi EA,

und V(V” ist offen in V = Specm B, also Vereinigung offener Hauptmengen
V(IYWV =UJ. . SpecmB mitg. €B,
(V" =Ucy Speem B, mitg,

Damit sind die Mengen

(UxV)(Y(UXV?) = (UMU)X(V(IV)
Vereinigung der offenen Hauptmengen
Specm A

xSpecB =Specm A, ®, B
fi P gj P fi k gj
= Specm (A®kB)f ®g (vgl. Aufgabe 1.6.4)
i8]
=D(fi®gj)

also offen in UxV. Da dies fur alle U und alle V gilt, ist U’ xV’ offen in XxXY, und zwar
fur alle U’.

Quasi-Kompaktheit von XxY.

Weil X und Y als Pravarietiten quasi-kompakt sind, besitzen sie endliche offene
Uberdeckungen

X = UIU"’UUm und Y = V1U...UVn
durch affine offene Teilmengen Ui von X bzw. Vj von Y. Es folgt

m n
XXY = U1=1 UJ=1 UIXVJ .
Als Produkte von affinen k-Varietiaten besitzen die Produkte UiXVj ebenfalls die

Struktur affiner k-Varietaten (vgl. Bemerkkung 1.5.1 (iii)). Sie sind damit insbesondere
quasi-kompakt.

Wir haben gezeigt, XxY ist Vereinigung von endlich vielen quasi-kompakten offenen
Teilmengen (und damit ebenfalls quasi-kompakt).
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3. Schritt. Einfuhrung des Begriffs regularen Funktionen auf den offenen Teilmengen
der Produktmenge XxY.

Seien W C XxY eine offene Teilmenge von XxY und x € W ein Punkt. Eine Funktion
f:W—5k
wollen wir regular im Punkt X nennen, wenn ihre Einschrankung auf
W(UXV)
im Punkt x regulér ist fur eine affine offene Teilmenge U von X, eine affine offene
Teilmenge V von Y, wobei U und V so gewihlt sein sollen, da} x in UxV liegt, d.h. es

soll eine offene Umgebung W* C UxV von x und Elemente
u, vek[UxV] (= OUXv(UXV) = k[U]®kk[V] =OX(U)®Y(V))

geben mit
; oy U)o ; ;
v(x’) # Oundf(x)=m fur jedes x’ € W’.
In dieser Situation ist f automatisch regular in allen Punkten von W’, d.h. es gilt
fe OUXV(W ).

Damit erhalten wir das folgende
Kriterium der Regularitit.

Eine Funktion f: W — k mit W offen in XXY ist genau dann regular im Punkt x, wenn
es affine offene Mengen U von X, V von Ygibt und eine offene Menge W’ von XxY
mit
x € W C UxV und flw, € OUXv(W’).
4. Schritt. Die Bedingung der Regularitit einer Funktion in einem Punkt ist
unabhingig von der speziellen Wahl der affinen offenen Teilmengen U und

V von X bzw. Y. Genauer: ist die Bedingung fur ein Paar affiner offener
Mengen U und V mit

x € UxV
erfullt ist, so ist sie es auch fur jedes andere Paar solcher affiner offener
Teilmengen von X bzw. Y.

Wir nehmen an, fur das Paar affiner offener Mengen U und V von X bzw. Y sei die
Bedingung erfullt, d.h. es gelte

fIW, € OUXV(W )

fur eine offene Teilmenge W’ von XxY mit x € W> C UxV.

Sei ein weiteres Paar affiner offener Mengen U’ von X und V’ von Y mit
xeUxV’
gegeben.
I.Fall: U C Uund V' C V.
Dann gilt U’xV’* C UxV also
W =W M (UxV)CW
Das Bild von fIW, bei der Garben-Restriktion OUXv(W’) — OUXV(W”) ist
(fIW,)IW,, = fIW,, ,
d.h. es gilt
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ﬂw” g O W )’

UXV(
d.h. es gilt Funktionenr, s € k[U]®kk[V] mit

f(x”) =%fur alle x> e W” (1)

Wir schreiben r und s in der Gestalt
r =z ui®vi und s = 2 u j®v i
1 J
mit
u.,u.€k[Ulundv.,v’. €K[V]
1] r ]

Die Garben-Restriktionen OX(U) —_— OX(U’) und OY(V) —_— OY (V’) sind k-

Algebra-Homomorphismen, induzieren also einen k-Algebra-Homomorphismus
OX(U)®kOY(V) — OX(U )®kOY(V ) =k[U ]®kk[V ].

Das Bild von r und s bei diesem ist

rlU’XV’ = % uilU’®Vi|V’ bzw. SIU’XV’ = ? u jIU,®V le’

(vg. 1.5.2 (iv)). Wegen W” C U’xV’ konnen wir in (1) Zahler und Nenner auf der
rechten Seite durch deren Einschrankungen auf U’xV’ ersetzen und erhalten Funktionen

r = rlU’XV’ und 8’ := SlU’XV’ € k[U’]®kk[V’]
mit
f(x’) = %ﬁlr alle x>’ € W”
Aus der Regulariat von f bezuglich U und V folgt also die bezuiglich U’ und V.
22FalUC UundVC V’

Weil f regulir ist beziglich U und V, gibt es eine offene Umgebung W” C UxV von x
und Funktionen

r=y ui®Vi und
i

s=Yu.®v’.
2— J J
J
mit u, u’j € k[U], Vo V’j € k[V] und
r(x’)

f(x’) = mfur alle x’ € W”.

Diese Bedingung bleibt - wie wir gerade gesehen haben - erhalten, wenn wir U und V
verkleinern. Da die offenen Hauptmengen in der Zariski-Topologie eine Topologie-
Basis bilden, konnen wir annehmen, U und V sind offene Hauptmengen der affinen k-
Varietaten U’ bzw. V’, sagen wir

U =D(a) mita €k[U’] und V=D(b) mitb €k[V’].
Dann sind die Koordinatenringe von U und V Quotientenringe der Koordinatenringe

von U’ bzw. V’,
k[U] = k[U’]a und k[V] = k[V’]b

Damit bekommen die Funktionen u u’j, Voo V’j die Getalt



89

E’i . 'v“i v,
u=—,u’. =—J,V. =—, V. S mitu., u’ .€k[U’Jund v., v’. EK[V’].
1 aI’l ] an 1 bn ] bn i’ ] 1 ]

Man beachte, da die Gesamtzahl der beteiligten Elemente endlich ist, konnen wir die
auftreteden Briche so erweitern, da3 in den Nennern dieselbe Potenz von a bzw. b
steht. Die Funktionen

r,s € k[U]®kk[V] = k[U’]a®kk[V’]b

bekommen so die Gestalt

T ’G’ e 'G”.
r= —®— bzw. s = —®
E b" ? al! bn
Wir 1dent1flzleren k[U ]a®kk[ ]b mit (k[U ]®kk[V ])a ®b (vgl. Aufgabe 1.6.4) und
erhalten
0 .®’vvi 0 ’J.@’v“’j
r=y unds =y ———
i (a®b)! | (a®b)!
(Umkehrbarkeit der Abbildung o von 1.6.4), also ist fur x’ € W”

_x) _ri’)
=567 =56
mit
=3 0. ®V, EKUI®KV']unds' =3 'ﬁj ® f\7j e k[U’]®K[V"].
i ]
Trivialerweise gilt W” C U’'xV’* C UxV. Aus der Regularitit von f in x beziiglich U
und V folgt damit auch die Regularitat von f in x bezuglich U’ und V.

2. Fall: U’ und V’ beliebig.
Es gilt
x € (UxV) (M) (UxV’) = (UU)X(VV).
Weil die offenen Hauptmengen eine Topologie-Basis der Zariski-Topologie bilden, gibt
es offene Hauptmengen

D(a) C UU’ und D(b) C VMV’

der affinen k-Varietiaten U bzw. V mit
x € D(a)xD(b).*"

Diese haben die Struktur einer affinen k-Varietat mit dem Koordinatenring k[U]a bzw
k[V]b. Es gibt also affine offene Teilmengen U” := D(a) von X und V”’ = D(b) von Y
mit

x € UxV” C (UxV) () (UxV),
d.h.

x EUxV” C UxVund x € U<V’ C UxV’,

Aus der ersten Inklusion folgt auf Grund des ersten Falls, die Regularitat von f in x
bezuglich U und V impliziert diejenigt bezuiglich U” und V”. Auf Grund der zweiten

¢! Man wihle die offene Hauptmenge D(a) & U( U’ von U derart, daB die das Bild von x bei der
natiirlichen Projektion UxV —s U und die offene Hauptmenge D(b) & V[V’ von V derart, daB sie
das Bild von x bei der natuirlichen Projektion UXV — V enthilt.
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Imklusion hat auf Grund des zweiten Falls, die Regularitat von f in x bezuiglich U” und

V” diejenige beziiglich U’ und V’ zur Folge.

5. Schritt. Der topologische Raum XXY besitzt die Struktur eines geometrischen
Raums.

Fur jede offene Teilmengen W von XXY bezeichnet OXXY(W) die Menge der

Funktionen
f: W —Kk,

welche in jedem Punkt von W regulir sind. Bezuiglich der gewohnlichen Addition und
Multiplikation von Funktionen mit Werten in k ist dann

OsreyW)

eine k-Algebra. Die Einschrankung von Funktionen auf offene Teilmengen W’ & W
definiert einen Homomorphismus von k-Algebren

OXXY(W) — OXXY(W ), f > flw.

Auf Grund der lokalen Natur des Begriffs der regularen Funktion (ein Funktion ist
genau dann regular, wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs regular ist), ist
die Zuordnung

Wb OXXY(W)

eine Garbe auf XxY. Mit anderen Worten,
(XxY, OXXY) ist ein geometrischer Raum.

6. Schritt. Der geometrische Raum (X, OXXY) ist eine Pravarietat.
Die Definition des Begriffs der regularen Funktion ist gerade so gewahlt, da3 dieser
Begriff fur Funktionen auf offenen Teilmengen

W (C UxvV
von Produkten affiner offener Teilmengen U von X und V von Y mit dem

Regularitatsbegriff auf der affinen k-Varietit UxV ubereinstimmt, d.h. die
Einschriankung

OXXY ! UxvV

der Garbe OXXY auf UxV ist gerade die Strukturgarbe der k-Varietat UxV. Weil X und

Y nach Voraussetzung Pravarietaten sind, bilden die Mengen der Gestalt

UxV
mit U affine offen in X und V affine offen in Y eine offene Uberdeckung von XXY.
Zusammen mit der Quasi-Kompaktheits-Aussage des zweiten Schritts, ergibt sich, da3
XxY eine Pravarietat ist.
QED.

1.6.4 Aufgabe

Man erganze den Beweis von 1.6.3 durch die dort fehlenden Details.
Erganzung. Im Beweis von 1.6.3 wurde die Isomorphie

A®B, = (AGB)

verwendet fur k-Algebren A und B und Elemente f € A und g € B.
Bei

af
A—>Afa|->?

wird f in ene Einheit abgebildet. Deshalb ist auch das Bild von f bei
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af af

A—)Af—)Af®Bgal—)Tl—)T®l,

eine Einheit. Analog ist das Bild von g bei
B—B ——A®B b|—>b—g|-> 1®b—g,
g g g g
Damit ist das Bild von f®g = (f®1)+(1®g) bei

A®B —» Af®Bg, a®b 1y Aeb2

f
eine Einheit. Die Abbildung faktorisiert sich also eindeutig uber (A®B)f®g und

definiert so einen k-Algebra-Homomorphismus,

2 2
a®b af _bg f“_g“ n
(A®B A®B , TR e (=R
(1) | .
afn'l' bgn+
- g2n+l : g2n+1
a_b
Wir wollen zeigen, dies ist ein Isomorphismus und konstruieren dazu die
Umkehrabbildung.
Die Abbildung
(a®D)-(f®g)
A — A®B — (A®B)f®g ,ap a®l fOg

2
bildet f in die Einheit " ®g ab, denn
f®g

ey e _(®y’ _f®g
fOg (fog’ (f@g’ f®g
ist das Einselement von (A®B) f®g Deshalb faktorisiert sich die Abbildung iiber A

f
und definiert so einen k-Algebra-Homomorphismus,

. 2

A A®. B ,
7By — A Be e g (fog?
B (afn+1)®g2n+1
_a®g"
(f®g)"
In analoger Weise konstruiert man einen k-Algebra-Homomorphismus,
Y:B — (A®, B) Ll—) fob

Die durch ¢ und 1 definierte Abbildung
Afx Bg — (A®kB)f®g’ (u’ V) = cp(u).w(v)’

ist bilinear uiber k (weil @ und 1 k-Algebra-Homomorphismen sind) und definiert so
einen Homomorphismus von k-Algebren
a_b a
AXB — (A®, B ,——
B B, — (A® Bl o e

b
) W(—)
g1’1
2)
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_a®gm  f®b
(g™ (F@g"
(a-fH®(bg™)

A8b_ . 2D 4nd B (von (1) bzw. (2))

(feg)? M "

Wir haben zu zeigen, die Abbildungen o

sind invers zueinander. Es gilt

(- fH®(b-g™)
(f@g)MHN

_asf _beg™

- fn+n - m+n

bg
-®

fn g_“

oc(B(fim®g%)) = o

also aef} =1d.
Weiter ist

Blau a®b

(feg)"

b
- B(A-L
) ﬁ(fn gn)

_ @)@ b-g"
(f©g)*"
_ (a®b)-(f®g)"
(f©g)>"
__a®b
(f®g)"
d.h. es gilt auch ea = Id. Die Abbilungen o und f3 sind zueinander inverse
Isomorphismen.

1.6.5 Die Diagonale von XxX
Sei X eine Pravarietat. Dann heif3t die Teilmenge

AX ={xx)IxeX}

auch Diagonale von XxX. Diese sei mit der Unterraum-Topologie von XxX versehen.
Die Abbildung

X — AX , X P (X,X),
heiffit Diagonal-Morphismus.
Bemerkung

Der Diagonal-Morphismus ist tatsachlich ein Morphismus.

Beweis. Auf Grund der Universalitiatseigenschaft des Produkts gibt es genau einen
Morphismus

X — XxX,
dessen Zusammensetzung mit den beiden Projektionen gerade der identische
Morphismus von X ist. Die Abbildung i ist die einzige Abbildung X — XXX, fur

welche die Zusammensetzung mit den beiden Projektionen die identische Abbildung ist.
QED.
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1.6.6 Beispiel

Sei X eine affine k-Varietat. Dann ist AX eine abgeschlossene Teilmenge von XxX.

Genauer, es gilt
(1) AX = VX(I)
mit
I := Ker(K[XxX] = k[X]®kk[X] — k[X], f{®g > fog).
(ii) Das Ideal I wird erzeugt von den Elementen der Gestalt
f®1 - 1&®f mit f € k[X].
(i)  Wegen K[XxX]/ I = k[X]isti: X — A

der zugrundeliegenden topologischen Raume.

e X B (X,x), ein Homdomorphismus

1.6.7 Aufgabe.
Man beweise die Aussagen von 1.6.6
Beweis. Sei ¢ der k-Algebra-Homomorphismus

©: k[X]®kk[X] — k[X], f{®g > fog.

Zu (ii). Nach Definition von ¢ gilt fur jedes f € k[X]
P(f®1 - 1®f) = 1f - f«1 =0,
d.h.
f®1 - 1®f € Ker(gp) = L.
Das von den f®1-1®f erzeugte Ideal liegt somit in I,
J = (I®1-1&f | fEk[X])e k[X]®kk[X] CL
Wir haben die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei
x € Ker(p).

Als Element von k[X]@kk[X] hat x die Gestalt

X =§ fi®gi mit fi’ g € k[X].
Wir wollen zeigen, x liegt in J.

Weil x im Kern von ¢ liegt, gilt

0 = @(x)
=3 ®g)
1
= % fi-g;
Damit ist
X =2i fi®gi

=2 E.®D)(1®g,)

1



94

=y (1® fi)°(1®gi) mod J
1
=3 18(;)

= 193 ()
1®0
0,

also

x e
Zu (i) und (iii).
Der k-Algebra-Homomorphismus

@: k[XxX] = k[X]®kk[X] — K[X], f{®g » fog.
induziert einen Morphismus algebraischer Varietaten
cp#: X — XxX.

Die Zusammensetzungen von ¢ mit den naturlichen Abbildungen

a: k[X] — k[X]®kk[X], f i f®1, und

B: k[X] — k[X]®kk[X], f» 1A,

sind jeweils die identische Abbildung von k[X]. Deshalb ist die Zusammensetzung von

cp# mit den naturlichen Projektionen o, XxX — X und [3#: XxX — X auf den

ersten bzw. zweiten Faktor ebenfalls jeweils die identische Abbildung von X (vgl.

Bemerkung 1.5.1 (iv)). Mit anderen Worten, cp# ist die Abbildung

of =it X — XXX, x b (X,X). (1)

Identifiziert man die Punkte von X mit den Maximalen Idealen von k[X], so bekommt

cp# die Gestalt

cp#: Specm k[X] — Specm k[X] ®kk[X], m cp'l(m)

(vgl. Bemerkung 1.4.7 (ii)).

Die Abbildung ¢ ist surjektiv, denn fur vorgegebenes f € k[X] gilt

e(f®1) =fe1 =f.
Weil ¢ surjektiv ist, identifiziert die Abbildung cp# die maximalen Ideale von k[X] mit
den maximalen Idealen von k[X]@kk[X] welche den Kern von ¢ enthalten, d.h.

cp#: Specm k[X] — V(I) = Specm k[X] ®kk[X]/I, m cp'l(m), 2)
ist bijektiv. Damit gilt Aussage (1):
V(D) = Im(¢") D {0 IxEX}= Ay,
Wegen
k[X]®kk[X]/I = k[X]®kk[X]/Ker(cp)

= Im(¢)
= k[X].
ist die Bijektion (2) der Morphismus von k-Varietiten zum k-Algebra-Isomorphismus
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k[X]®kk[X]/I i k[X],

also ein Isomorphismus von k-Varietiten, und damit insbesondere ein
Homoomorphismus (vgl. Bemerkkung 1.4.7 (iv)).
Man beachte, k[X] ist als Koordinatenring reduziert, d.h. I ist ein ein radikales Ideal,

=41

QED.
1.6.8 Lemma
Fur jede Pravarietdt X ist die Abbildung
X — AX , X P (X,X),

ein Homoomorphismus der zugrundeliegenden topologische Raume.

Beweis. Als Morphismus ist i eine stetige Abbildung (vgl. Bemerkung 1.4.7 (iv)). Es
reicht zu zeigen i ist offen (d.h. i bildet offene Teilmengen in offene Teilmengen ab).
Sei

UuC X
eine offene Teilmenge. Wir haben zu zeigen,
1(U) ist offen in AX.
Als Prévarietit ist X Vereinigung von endlich vielen affinen offenen Teilmengen, sagen
wir

X = Ulu"'UUn mit Uj affine offene Teilmenge von X.
Nach 1.6.6 (ii1) ist

lU.: Uj —_— AU.’ X B (X,X),
fur j =1, ..., n ein Homdomorphismus. Insbesondere ist
iU (UﬂUj) ={xx)Ix€E UﬂUj}
J
eine offene Teilmenge von AU . Es gibt also eine offene Teilemenge Vj von Uj XUj mit
J
i (UU)=A V. mit V. offen in U.xU. 1
Uj<ﬂj> %rwj J <U. (1)
Es gilt
n . n
Uj=1 1Uj(UﬂUj) = Uj=1 {xx)Ix €& UﬂUj}
={(x,x) | x € U} (weil X von den Uj uberdeckt wird)
=i(U)
Damit ist

iU)  =Ujy iy (UNUY
J
n
=Ui (AUj nvy (nach (1)
Wegen AU. =0y N (UjXUj) folgt
J

i) =Uj (3 NNV

n
= Uj=1 (AX N Vj) (wegen Vj - UjXUj vgl. (1))
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n
Well Vj offen ist in UjXUj (vgl. (1)) und ijUj offen ist in XxX (vgl. 1.6.3 zweiter

Schritt des Beweises), ist auch Vj offen in XxX, d.h. U}lzl Vj ist offen in XxX. Dann
ist aber

) n

u) = AX ﬂ (Uj=1 Vj)
offenin A,.

X
QED.

1.6.9 Varietaten

Eine Pravarietit X uber k heiflt Varietat iiber k oder auch algebraische Varietat uber k
oder auch k-Varietat, wenn die folgende Bedingung erfullt ist.

Separabilitatsaxiom:

AX ist abgeschlossen in X.

Bemerkungen

(i) Nach 1.6.6 ist jede affine Varietat iiber k eine Varietat tiber k.

(i) In Aufgabe 1.6.13 (1) wird eine Pravarietat beschrieben, die keine Varietit ist.
(iii) Ein Morphismus von Varietiten ist ein Morphismus von geometrischen Raumen

X — Y, wobei X und Y Varietaten sind. Die Kategorie der Varietiten uiber k ist
eine volle Teilkategorie der Kategorie der geometrischen Raume.

1.6.10 Aufgaben

(1) Zeigen Sie, ein topologischer Raum X ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn
die Diagonale

AX ={xx) I x € X}

abgeschlossen ist in XxX bezuiglich der Produkt-Topologie von XxX.

(2) Das Produkt von zwei Varietiten ist eine Varietat.

(3) Eine Teil-Pravarietat einer Varietat ist eine Varietat.

(4) Sei X eine Varietat. Definieren Sie auf den offenen und den abgeschlossenen
Teilmengen von X (bezuglich der Unteraum-Topologie) eine Varietaten-Struktur.

Beweis. Zu (1). Sei X ein Hausdorff-Raum. Wir haben zu zeigen, AX ist

abgeschlossen in XxX. Dazu reicht es zu zeigen,

XxX - AX ist offen in XxX.

Sei (a, b) € XxX - A,. Es reicht zu zeigen, es gibt eine offene Teilmenge W von XxX

mit

X

(a,b) EW & XxX-Ay.

Weil der Punkt (a,b) nicht in AX sind die Punkte a und b von X verschieden. Weil X

ein Hausdorff-Raum ist, gibt es disjunkte offene Mengen U und V von X mit

a€U und bEV.

Weil U und V disjunkt sind gilt
UxV C XxX - A,,.
X
Wegen a € U und bEV gilt auBlerdem
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(a,b) € UxV.
Die Menge UxV ist offen in der Produkt-Topologie von XxY. Mit
W =UxV
sind damit alle Bedingungen an W erfullt.

Sei umgekehrt A, abgeschlossen in XxY. Weiter seien a, b € X zwei verschiedene

X
Punkte. Wir haben disjunkte offene Umgebungen von a und b zu finden.
Weil a und b verschieden sind, liegt (a,b) nicht auf der Diagonalen, d.h. es ist

(ab) € XXY - Ay

Weil die Differenz rechts nach Voraussetzung offen ist, gibt es eine offene Menge W
von XXY mit

(a,b) €W C XXY - AX.
Weil die Mengen der Gestalt
UxV mit U und V offen in X

eine Topologie-Basis der Produkt-Topologie von XxX bilden, kann man offene
Mengen U und V in X derart wahlen, daf} gilt

(a,b) € UxV C W (C XxY - AX).
Dann gilt a € U und b € V. Weil UxV disjunkt ist zu AX’ sind die offenen
Umgebungen U und V disjunkt.
Zu (2). Seien X und Y zwei Varietiten. Dann sind die Teilmengen

AX = {(x,x) | x€X} und AY ={(y,y) | yEY}
abgeschlossen in X bzw. Y. Wir haben zu zeigen,
AXXY ={(xyx,y)!lxeXundy€E Y}

ist abgeschlossen in XxXYxXXY. Wir betrachten die Morphismen
p: XXYxXxY — XxX, (a, b, c,d) » (a, c), und

q: XXYXXxY — YXY, (a, b, c,d) » (b, d).
Die Abbildung p ist der eindeutig bestimmte Morphismus, dessen Zusammensetzungen
mit den beiden Projektionen von XxX gerade die folgenden Morphismen sind.
XXYXXXY — XXY — X
(Zusammensetzung der Projektionen auf den ersten Faktor)
XXYXXXY — XXY — X

(Projektion auf den zweiten Faktor gefolgt von der auf den ersten)
Die Abbildung q ist der eindeutig bestimmte Morphismus, dessen Zusammensetzungen

mit den beiden Projektionen von YXY gerade die folgenden Morphismen sind.
XXYXXXY — XXY — Y
(Projektion auf den ersten Faktor gefolgt von der auf den zweiten)
XXYXXXY — XXY — Y

(Zusammensetzung der Projektionen auf den zweiten Faktor)
Insbesondere ist p und q Morphismen, also stetige Abbildungen. Es gilt

Ay =P A0 N lay)

Weil p und q stetig sind ist mit AX und AY auch AXXY abgeschlossen.

Zu (3). Seien X eine Varietat und Y (C X eine Teil-Privarietit. Nach Voraussetzung ist
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AX = {(x,x) | XX}
abgeschlossen in XxX. Der Raum Y ist mit der Unterraum-Topologie von X versehen,
d.h. die naturliche Einbettung
Yo X o))
ist stetig. Die naturliche Einbettung
YXY & XxX 2)
ist gerade der Morphismus, dessen Komponenten gerade die Zusammensetzungen der

Einbettung (1) mit den Projektionen von YXY auf die beiden Faktoren sind.
Insbesondere ist (2) ein Morphismus und als solcher stetig. Das Urbild der

abgeschlossenen Menge AX ist deshalb abgeschlossen, d.h.

A M) = {(y) 1 YEY} = A,

ist abgeschlossen.
Zu (4). Sei U eine offene Teilmenge von X. Wir versehen U mit der Unterraum-
Topologie von X und der Strukturgarbe

OU = OX IU.

1. Schritt. (U, OU) ist ein Pravarietat.

Zu jeden Punkt x € U gibt es eine affine offene Menge V von X mit x € V. Der
Durchschnitt

UNVv

ist eine offene Teilmenge von V, die den Punkt x enhdlt. Weil die offenen

Hauptmengen der affinen Varietit V eine Topologie-Basis bilden, gibt des ein f € k[V]
mit

x € D(f) C UNV.

Die offene Hauptmenge D(f) ist aber eine affine offene Menge von X (mit dem
Koordinatenring k[V] f). Jeder Punkt von U liegt also in einer affinen offenen

Teilmenge von U.

2. Schritt. (U, OU) ist eine Varietit.
Weil AX abgeschlossen ist in XxX ist

AU ={xx)IxeU}= (UXU)ﬂAX
abgeschlossen in UxU.

Sei jetzt F eine abgeschlossene Teilmenge von X. Wir versehen F mit der Unterraum-
Topologie von X und der Strukturgarbe

OF = OX IF .
3. Schritt. (F, (‘)F) ist eine Pravarietat.

Zu jeden Punkt x € F gibt es eine affine offene Menge V von X mit x € V. Der
Durchschnitt

FOV

ist eine offene Teilmenge von V, die den Punkt x enhilt, d.h.
FMV = VV(I)
mit einem Ideal I von k[V]. Wir konnen annehmen, das Ideal ist radikal, d.h.



99

[=41= IV(FmV).
Dann ist FV eine algebraische Teilmenge von V mit dem Koordinatenring
k[FMV]= k[V]/IV(FﬂV),

die Einschriankung definiert einen surjektiven k-Algebra-Homomorphismus

mit dem Kern IV(FﬂV). Jede (lokal definierte) reguldre Funktion auf F[\V ist

Einschrinkung einer (lokal definierten)*® reguldren Funktion auf V. Mit anderen
Worten, die Einschrankung der Garbe OF auf die offene Teilmenge F()V von F ist

gerade die Strukturgarbe der affinen Varietit F( |V und F()V ist eine affine offene

Teilmenge von F, die den vorgegebenen Punkt x € F enthalt.
4. Schritt. . (F, OF) ist eine Varietat.

Weil AX abgeschlossen ist in XXX ist
AF ={xx)IxeF}= (FXF)ﬂAX
abgeschlossen in FxF.
QED.
Bemerkungen
(1)  Fur jede Varietat X uber k ist die Diagonale
AX={(X,X)IXEX}(QXXX)

eine Teilvarietit von XxX (d.h. ein geometrischer Unterraum, der eine Varietit
ist), und der Diagonal-Morphismus
X — A

X’

ist ein Isomorphismus von Varietéten.
(il) Zum Beweis der nachfolgenden Aussage wird das Separabilititsaxiom benotigt.

X b (X,X),

Beweis von (i). 1. Schritt. X ist eine Varietat und j: X — A, X B (X,X), ein

X’
Morphismus.

Weil X eine Varietit ist, ist A, eine abgeschlossene Teilmenge der Varietat XxX (vgl.

X
Aufgabe 1.6.10 (2)) und besitzt deshalb ebenfalls die Struktur einer Varietat (vgl.
Aufgabe 1.6.10 (4)). Als Morphismus ist die Diagonal-Abbildung

X — XXX, X b (X,X),
stetig. Da die Topologie der Varietat AX gerade die Unterraum-Topologie von XxX ist
(vgl. Aufgabe 1.6.10 (4)), ist damit die Diagonal-Abbildung als Abbildung mit Werten

in AX stetig,
X — AX’ X B (x,X), ist stetig.
Weil die Diagonal-Abbildung i: X — X*X ein Morphismus ist, ist
1*(f) = fei

52 Wir konnen zu offenen Hauptmengen iibergehen.
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eine regulare Funktion fur jede auf einer offenen Teilmenge von XXX definierte
reguldre Funktion f. Wegen foi = (fl A )ei und weil die reguldren Funktionen auf A

X X
lokal von der Gestalt fl sind, ist auch
A
X
J¥() =fo]
eine regulare Funktion auf X fur jede auf einer offenen Teilmenge von A, definierte

X
regulare Funktion. Mit anderen Worten, j ist ein Morphismus von geometrischen
Réumen und damit ein Morphismus von Varietéten.
2. Schritt. j ist ein Isomorphismus.
Nach Definition des Diagonal-Morphismus
it X — XxX
ist dieser ein Morphismus, dessen Zusammensetzung mit der Projektion
p: XxX — X, (x,X") b X,
auf den ersten Faktor der identische Morphismus ist,
Id=pei=(pl, )°j (1)
AX

Nach Definition der Struktur einer Varietat auf der abgeschlossenen Teilmenge AX von

XxX ist die natirliche Einbettung

AX & XxX ein Morphismus

(weil die regularen Funktionen auf A_, lokal FEinschrankungen von regularen

X
Funktionen auf XxX Also ist die Zusammensetzung pl A Von p mit dieser
X
Einbettung ebenfalls ein Morphismus,
pIAX: AX — X ist ein Morphismus.
SchlieBlich gilt neben (1) auch
jepl, )=1Id

AX

(denn fur jeden Punkt (x,x) von AX gilt j(p((x,x)) = j(x) = (x,x)), d.h. j und pl A sind

X
zueinander inverse Morphismen.
QED.

1.6.11 Eigenschaften von Varietaten
Seien X eine Varietdt und Y eine Pravarietat (beide uiber k).
(1) Ist ®: Y — X ein Morphismus, so ist der Graph
Fp =10, @) IYEY ]
abgeschlossen in YxX.
(i) Sind @, ¥: Y — X zwei Morphismen, die auf einer dichten Teilmenge

ubereinstimmen, so gilt ® = W.
Beweis. Zu (i). Wir betrachten den Morphismus

YXX — XXX, (¥, X) b (P(y), X), (1)
dessen Koordinaten-Funktionen gerade die Zusammensetzung

0)]
YxX —-Y —5X



101

der Projektion auf den ersten Faktor mit ® ist bzw. die Projektion

YxXX — X
auf den zweiten Faktor. Als Morphismus ist die Abbildung (1) stetig. Das Urbild der
abgechlossenen Teilmeng AX von XxX ist deshalb abgeschlossen. Dieses Urbild ist

aber gerade der Graph I s
Zu (ii). Wir betrachten den Morphismus

Y — XXX,y b (D(y), P(y)), 2)
dessen Koordinaten-Funktionen gerade die Morphismen ® und W sind. Als

Morphismus ist die Abbildung (2) stetig. Das Urbild der abgechlossenen Teilmeng AX

von XxX ist deshalb abgeschlossen. Dieses Urbild ist aber gerade die Menge

{YEYID(y)=¥(y) }
Nach Voraussetzung liegt diese Menge dicht in Y. Weil sie abgeschlossen ist, ist sie

gleich Y, d.h. es gilt & = W.
QED.

1.6.12 Kriterium fur Varietaten
(i)  Seien X eine Varietit und U, V zwei affine offene Teilmengen von X. Dann ist

auch U[MV eine affine offene Teilmenge von X und die Bilder von OX(U) und
OX(V) bei den Restriktionen

(‘)X(U) — OX(UﬂV) und OX(V) — OX(UﬂV)
erzeugen (‘)X(UﬂV) als k-Algebra.

(i)  Sei X eine Pravarietat mit der Uberdeckung
m
X = UIZI Ul

durch affine offene Teilmengen. Dann ist X genau dann eine Varietit, wenn fur je
zwei Indizes i und der Durchschnitt

Ui N Uj affine offene Teilmenge von X
ist und die Bilder der Restriktionen
05U — O (UMV)) und O (U) — O3 (U;MU)
die Algebra OX(UiﬂUj) uber k erzeugen.
Beweis. Zu (i). Weil X als Varietat dem Separiertheitsaxiom genuigt ist
AX () (UxV)

eine abgeschlossene Teilmenge der affinen Varietit UxV. Der Isomorphismus
geometrischer Rdume

X —= Ay, X b (X,X),

X
(vgl. Bemerkung 1.6.10 (i)) bildet die offene Teilmenge U( )V von X ab in die offene
Teilmenge AX () (UxV) von A

Raume

X induziert also einen Isomorphismus geometrischer

UNV — A, N UXV).
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Die Menge rechts ist eine abgeschlossene Teilmenge der affinen Varietit UxV, also
selbst eine affine Varietat. Deshalb ist auch

UMV affine offene Teilmenge von X,
und wir erhalten eine Isomorphien von k-Algebren

kK[UNVI =KA N (UxV)]
= k[UxVI/I(A, () (UxV))

und damit eine Surjektion von k-Algebren
k[U]®kl<[V] —» k[UNV], f b j*(f) = foj.
Weil die k-Algebra k[U] ®kk[V] erzeugt wird von den Elementen von

k[U]®1 und 1®K[V],
wird auch deren Bild

k[UMV] = OX(UﬂV)
erzeugt von den Bildern von
k[U] = OX(U) und k[V] = OX(V)
in OX(UﬂV).

Zu (ii). Die Bedingung fur die Varietatseigenschaft ist notwendig auf Grund von (ii).
Wir haben noch zu zeigen, sie ist hinreichend. Sei sie um also erfullt. Dann ist fur je
zwei Indizes

Ui N Uj eine affine offene Teilmenge von X,

hat also die Struktur einer affinen Varietit und geniigt dem Separiertheitsaxiom. Damit
hat die Menge

AUiﬂUj ={(xx)Ix €& Ui N Uj }= AXﬂ(UiXVJ.)

die Struktur einer Varietit, welche zur affinen Varietat Ui N Uj isomorph ist (vgl.

Bemerkung 1.6.10 (i)). Nach Voraussetzung wird der Koordinatenring von UiﬂUj,

k[Ui N Uj] = OX( Ui M Uj)
erzeugt von den Bildern der Koordinatenringe
k[Ui] = OX(Ui) und k[Uj] = (‘)X(Uj)
von Ui und Uj in k[Ui N Uj] (bezuglich der Garben-Restriktionen), d.h. der k-

Algebra-Homomorphimus
oc:k[UiXVj] = k[Ui]®k k[Uj] —» k[Ui N Uj]’ f®g » (flUimUj)-(glUimUj),
ist surjektiv, induziert also einen Isomorphismus von k-Varietaten
o UM Cf = V(Ker(a) (C Upv,).
Die Zusammensetzungen von o mit den natiirlichen Abbildungen
k[Ui] — k[Ui]®k k[Uj]’ f» f®1, und k[Uj]—> k[Ui]®k k[Uj], i 1®f,
sind gerade die identischen Abbildungen von k[Ui] bzw. k[Uj]' Deshalb sind die

#

Zusammensetzungen von o." mit den naturlichen Projektionen
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UxV,— U.und UXV. — V.,
i i i ]
die identischen Abbildungen von Ui bzw. Vj’ d.h. a# ist die Abbildung

ol uNU, = V(Ker(a), X b (x,%),
und

_ # _ _ %
V(Ker(a)) = Im(a”) = A = AX M (Ui Uj)’

uNU,
d.h.

Ay N (UiXUj) ist abgeschlossen in UiXUj fur jedes i und jedes j.%
Dann ist aber auch

AX abgeschlossen in XxX,
denn jeder Berithrungspunkt (x,y) von AX liegt in einer der Megen UiXUj’ ist also

Beruthrungspunkt von AXﬂ(UiXUj) und liegt damit - wie gerade gezeigt - in

AX ﬂ(UiXUj)
und damit in AX.
QED.

1.6.13 Aufgaben

Aufgabe 1: die affine Gerade mit verdoppelten Ursprung
Definieren Sie wie folgt eine “Gerade mit verdoppelten Ursprung 0”. Die

zugrundeliegende Menge X sei die affine Gerade Al zusammen mit einem weiteren
Punkt 0’

X = Al U {0’} (als Mengen).
Bezeichne ¢ die Abbildung

o: Al — X mit ¢(x) == {X falls x#0

0’ falls x=0
Die offenen Mengen von X seien die Vereinigungen der offenen Mengen von Al mit
den Bildern der offenen Mengen von Al bei ¢. Eine Funktion

:U—k
auf einer offenen Menge U von X sei regular, wenn

n Aal UNAL— k und ¢*(f) = fot:¢™ 1 (U) — k

reguldre Funktionen bezuiglich der gewohnlichen affinen Varietaten-Struktur von Al

sind. Zeigen Sie, X ist eine Pravarietit aber eine Varietat.

Beweis.1. Schritt. Die abgeschlossenen Mengen von X sind aufler X gerade die
endlichen Mengen (wobei wir die leere Menge zu den endlichen
Mengen zéhlen).

Nach Definition soll eine offene Menge von X eine Menge der Gestalt

% Ohne die Bedingungen von (ii) konnten wir nur schlieBen, da A =A_ () (U.xU)
U.MNU. X i ]
1 J
abgeschlossen istin (U, (Y U,) x (U, () U)) (wenn U_ () U, affin ist).
1 J 1 J 1 ]
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UU o)
sein, wobei U und U’ Vereinigungen von offenen Mengen von Al sind, d.h. U und U’
sind offene Mengen von Al

Insbesondere sind die offenen Mengen von Al,
U=UU ¢@),
offen in X ebenso wie die Bilder bei ¢ von offenen Mengen von Al,

e(U) = U o).

Die Komplemente der offenen Mengen von X, die wir abgeschlossene Mengen von X
nennen wollen, sind somit von der Gestalt

X - (U U 9U) = (X-D)N(X- p(U"))
= X- AhNal-uyNE-eayNo@al-uy)

Falls U und U’ von der leeren Menge verschieden sind, ist dies ein Durchschnitt
endlicher Mengen, also endlich. Ist eine der Mengen U, U’ leer, so erhalten wir X.
Damit ist eine abgeschlossene Menge von X gleich X oder eine endliche Teilmenge von
X.

Zeigen wir, daB} auch die Umkehrung gilt. Wegen

= p(@)

Ist J ein offene Menge von X, also X = X - & eine abschlossene Menge. Wir haben
noch zu zeigen, die endlichen Teilmengen von X sind abgeschlossen in X. Sei also

{pl,""pn}

eine endliche Teilmenge von X.
Falls unter den Punkten p; der Ursprung 0’ vorkommt, so ist

1 — Y _ £ - X -
A - {pls---’pn} - X {O ’pl’---9pn} - X {p19---spn}
offen in Al, also auch in X, also ist {pl,...,pn} abgeschlossen in X.

Falls unter den Punkten p; der Ursprung 0 vorkommt, so ist

oA - {p b ) =X - {0, b} =X - {p b}
offen in ¢(A1), also auch in X, also ist {pl,...,pn} abgeschlossen in X.

Falls unter den Punkten P; keiner der Urspringe 0, 0’ vorkommt, so ist
1 1
(A ‘{pla,Pn})U(p(A - {pl?’pn})
= (X B {O apla--',pn})U(X_{O’ pla’pn})
= X_({O’aplv'--apn} m {07 pl’-"apn})
= X—{p1 ,...,pn} (weil kein p; gleich O oder 0’ ist)
offen in X, also {pl,...,pn} abgeschlossen ist in X.

2. Schritt. Die Menge der abgeschlossenen Mengen von X geniigt den Axiomen einer
Topologie

Nach dem ersten Schritt ist X abgeschlossen und die leere Menge ist es, weil sie endlich
ist.
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Der Durchschnitt einer beliebigen Familie endlicher Mengen ist endlich. Falls in der
Familie auch X vorkommt, so ist der Durchschnitt gleich X oder endlich, je nachdem
ob in der Familie nur X oder auch eine endliche Menge vorkommt. Auf jeden Fall ist
das Ergebnis der Durchschnittsbildung abgeschlossen.

Die Vereinigung zweier endlicher Mengen ist endlich. Ist eine eine der Mengen oder
sind beide gleich X, so ist die Vereinigung gleich X. Auf jeden Fall ist die Vereinigung
abgeschlossen.

3. Schritt. Die Topologie von X induziert auf dem Unterraum Al die Zariski-Topologie
und auf dem Unterraum q)(Al) eine Topologie, durch welche ¢: Al —

¢(A1) ein Homodomorphismus wird.

Die abgeschlossenen Mengen von X sind X und die endlichen Teilmengen von X. Thr
Durchschnitte mit Al sind Al bzw. die endlichen Teilmengen von Al, d.h. die Zariski-
abgeschlossenen Mengen von Al

Thr Durchschnitt mit ¢(A!) sind ¢p(A1) bzw. die endlichen Teilmengen von ¢(Al). Es
sind gerade die Bilder der Zariski-abgeschlossenen Menge von Al bei der Bijektin ¢.

4. Schritt. Fur eine Funktion f: U — k auf der offenen Menge U C Al ﬂ¢(A1) sind

folgende Aussagen dquivalent.
1. f ist regulir.

2. fE0,,U).

R
Insbesondere ist OX(U) = OAI(U) und die Abbildug

0, 1(0)— 0, @ V). T 1> 4*(D.

ist ein Isomorphismus von k-Algebren.
283
Die Bedingungen 2 und 3 sind dquivalent, weil ¢ auBerhalb Ursprungs O die identische
Abbildung ist, so daB wegen U C Alﬂq)(Al) die Verpflanzung von f entlang ¢ gleich
¢*(f) = fist.
1=>2undl1=3:
Die Implikationen 1 = 2 und 1 = 3 bestehen nach Definition der Regularitat auf X.

2=>1und3 = 1.

Ist eine der Bedingungen 2 oder 3 erfullt, so ist es auch die andere. Zusammen folgt aus
thnen aber Bedingung 1 (nach Definition der Regularitit).

5. Schritt. Sei U eine offene Menge des Al mit0 € U. Wir setzen
U= (V) = (U-0)U{0"}

Fiur jede Funktion f: U — k sei T: U —s k die Funktion
v f(x) falls x#= 0’
f =
) {f(O) falls x=0’

Dann ist U eine offene Menge von X und die folgenden Aussagen sind
aquivalent.
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. f ist regular.
2. fe OAI(U)

3. ¢x(DHe 0,10
Insbesondere ist OX(U) = OAI(U)'

23

Die Bedingenen 2 und 3 sind dquivalent, weil q)*('f’) = ?oq) = f gilt.
2= 1

Nach Voraussetzung ist f regular als Funktion auf der offenen Teilmenge U des Al
Weil die Menge {0} abgeschlossen ist, ist die Einschrankung

flyy_ oy U0} —

ebenfalls regular. Wegen U-{0} = ¢'1(U) ist dies aber gerade die Funktion
¢*(f) = fo: 971 (U) — k.
Deshalb ist f: U — k auch regulir als Funktion auf der offenen Teilmenge U von X.

1 = 2: Bedingung 2 ist eine der Bedingungen fur die Regularitit auf den offenen
Mengen von X. Die Implikation besteht trivialerweise.

6. Schritt. Sei U eine offene Menge des Al mitoeu.
v
Fur jede Funktion f: ¢(U) — k sei f: U — k die Funktion

v
£ (x) = f(x? falls x#0
£(0’) falls x=0
Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent.
1. f ist regular.

\
2. fE0,,U)

3. 9D EO | (U).

Insbesondere ist OX(q)(U)) i) OAl(U), f » ¢*(f), ein Isomorphismus von

k-Algebren.
2&3:

v
Die Bedingenen 2 und 3 sind dquivalent, weil ¢*(f) = fop = f gilt.
3 =_1. Nach Voraussetzung ist
o*(f) =fod: U — k

regular als Funktion auf der offenen Teilmenge U des Al Weil die Menge {0}
abgeschlossen ist, ist die Einschrankung

0y U~ {0} — & (1)

ebenfalls reguliar. Wegen U - {0} = f(U) (") Al und weil ¢ auf U - {0} die identische
Abbildung ist, ist (1) gerade die Abbildung

, 1
fIf(U) Aal UNA'— k
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Nach Definition bedeuter aber die Regularitit letzterer zusammen mit der von ¢*(f), dall
die Abbildung

f: p(U) — k
als Abbildung auf der offenen Mengen ¢(U) von X regulir ist.

1 = 3: Die Regulidritit von Funktionen auf offenen Mengen von X ist gerade so

definiert, mit der ersten auch die dritte Bedingung erfullt ist.
7. Schritt. X ist mit der Garbe der reguldaren Funktionen eine Pravarietat.
Nach Definition gilt

x=AlUo@h,
wobei Al und q)(Al) offene Teilmengen von X sind.
Die durch X auf Al induzierte Unterraum-Topologie ist nach dem dritten Schritt gerade
die Zariski-Topologie des Al und nach dem vierten und funften Schrit ist die
Einschrankung von OX auf Al gerade die Strukturgarbe der affinen Varietat Al mit

anderen Worten Al ist eine affine offene Menge von X.
Versehen wir ¢(A1) mit der Unterraum-Topologie von X so wird die Bijektion
o: Al — ocal)
nach dem dritten Schritt zu einem Homoomorphismus (wenn man Al mit der Zariski-

Topologie versieht). Nach dem vierten und sechsten Schritt ist ¢ ein Isomorphismus
geometrischer Rdume

! o, p—@nh.o )

I
X p(ah
Man beachte, der Isomorphismus des sechsten Schritts bekommt mit V = ¢(U) die
Gestalt

O V) =0 @7 (V).

Damit ist auch ¢(A1) eine affine offene Menge von X. Wir haben gezeigt, der
geometrische Raum (X , OX) besitzt eine Uberdeckung durch affine offene Mengen,

und ist somit eine Pravarietat.
8. Schritt. X ist keine Varietat.
Wir haben zu zeigen, die Menge

AX ={xx)IxeX}
ist nicht abgeschlossen. Der Grund dafir ist, da3 die Punkte
(0, 0’) und (0’,0)

nicht in AX liegen (weil sie verschieden sind). Sie liegen aber sehr wohl in der

Abschliefung von AX. Ein direkter Beweis ist am Ende des Beweises des ersten

Schritts zur nachfolgenden Aufgabe 2 angegeben.

Wir wihlen hier fur den Nachweis dafur, da X keine Varietat ist, einen anderen Weg.
Nach 1.6.11 reicht es zu zeigen, es gibt eine Pravarietit Y und zwei Morphismen

fg: Y — X,

die auf einer dicht liegenden Teilmenge von Y ubereinstimmen und trotzdem nicht
gleich sind. Wir setzen

Y: =X

f:=1d
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und
0 furx =0
g(x) = {0 fur x =0’
X sonst
Die Abbildungen f und g haben in den Punkten von X-{0,0’} dieselben Werte, d.h. auf
einer dicht liegenden offenen Menge von X. und sind trotzdem nicht gleich.
Die Abbildung f = Id ist offensichtlich ein Morphismus. Wir haben noch zu zeigen, daf3
auch g ein Morphismus ist.
Da g die Punkte 0 und O’ vertauscht und alle anderen Punkte in sich abbildet, ist g
bijektiv. Der Raum X und die endlichen Teilmengen von X werden in X bzw. in

endliche Teilmengen von X abgebildet, d.h. abgeschlossene Mengen gehen in

abgeschlossen Mengen tiber (und damit auch offene in offene - wegen der Bijektivitat

von g). Damit ist g eine offene Abbildung. Da g zu sich selbst invers ist, ist auch g‘1

offen, d.h. g ist offen und stetig. Wir haben gezeigt,
g ist ein Homoomorphismus mit g'1 =g.
Es reicht zu zeigen,
g ist ein Morphismus geometrischer Raume.
Seien U C X eine offene Menge und a: U —s k eine regulire Funktion. Wir haben zu
zeigen,
g¥(@) = acg: g (U) — k
ist regular.
1. Fall. 0 und O’ liegen nicht in U.
Dann ist g auf U die identische Abbildung und g*(a) = a, d.h. g*(a) ist trivialerweise
regular.
2. Fall: 06 UC Al

Dann ist gl und nach Definition der Regularitit auf X ist fur jede stetige

v= %
Funktion a: U — k die Verpflanzung

g¥(a) = ¢*(a)
eine reguldare Funktion auf der offenen Teilmenge q)_l(U) von Al. Nach dem finften

Schritt ist dann aber g*(o) regulér als Funktion auf der offenen Menge q)'l(U) von X.

3. Fall: 0° € 9(U) C ¢(A)
Nach dem sechsten Schritt folgt aus der Regularitit von

a: o(U’) — k
die von

v

oU —k

(als Funktion auf dern offenen Teilmenge U’ von Al und damit auch als Funktion auf
der offenen Teilmenge U’ von X). Weil g die Punkte 0 und O’ vertauscht (und nur

diese), ist aber
Y

o = g¥*a).
4. Fall: U beliebig.
Jede offene Menge U von X hat nach Definition der Topologie von X die Gestalt
U=VUaV)
mit V und V"’ offen im A!. Die offene Menge V ist vom Typ des ersten oder zweiten
Falls, die offene Menge ¢(V’) von Typ des ersten oder dritten Falls. Deshalb sind
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g¥(aly) =g*()l _
v glv)
und
gl ) =g (o)l :
(V") g Ov)
regulare Funktionen. Da die reguldren Funktionen eine Garbe bilden, ist dann aber auch
g¥(a)
regulir.
QED.

Aufgabe 2: Die projektive Gerade

Definieren Sie die projektive Gerade P! in einer so ahnlichen Weise wie in Aufgae 1:
mit
Pl = alU(eo}
und der Abbildung
-1
o: Al s X mit §(x) = x * falls x#0
oo falls x=0

Zeigen Sie, Pl ist eine Varietit mit Opl(Pl) = k. Zeigen sie auBerdem, jeder
Morphismus

Pl — X
mit Werten in einer affinen Varietat X ist konstant (Satz von Liouville).

Beweis. 1. Schritt. P! ist eine Varietat.
Wir gehen in derselben Weise vor wie beim Beweis der Aussagen von Aufgabe 1. In

den Schritten Schritte 1 bis 7 ist die Argumentation im wesentlichen dieselbe (wobei ¢

jetzt anders definiert ist). Wie in Aufgabe 1 erhalten wir, daf} Pl die Vereinigung von
zwei affinen offenen Mengen, sagen wir

I _
P = U1 U U2 ,
und damit eine Pravarietat ist.
Die zu den Ui’ i = 1,2, gehorigen affinen Varietiten sind wie in Aufgabe 1 isomorph

zur affinen Geraden, d.h. ihre affinen Koordinatenringe sind Polynomringe uiber k in
einer Unbestimmten, sagen wir

k[Ui] = k[Xi] ,i=1.2, Xi eine Unbestimmte.

Ein Punkt mit der Koordinate t in der einen Umgebung hat, wenn er auch in der
anderen Umgebung liegt, die Koordinate 1/t (in der Situation von Aufgabe 1 sind die
Koordinaten dieselben). Die Koordinatenringe Produkte der Ui sind damit

Polynomringe in zwei Unbestimmten sagen wir
k[UiXUi] = k[Xi] ®kk[Xi] = k[Xi’ Yj]’ Xi’ Yj zwel Unbestimmte.

Wir haben zu zeigen,
AIP’l ={t,lte IPI} ist abgeschlossen in IP’l.

Dazu reicht es zu zeigen,
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AIP’l M (UiXUj) ist abgeschlossen in UiXUj furi,je{1,2}.

Im Fall 1 = ist
AIP’I N (UiXUi) ={(x,x)Ix E Ui}

={(x,y) € UiXUi | x=y}

={(xy) € U.XU. | Koordinate von x = Koordinate von y }

U U(X Y)

d.h. AIP’l N (UiXUi) ist abgeschlossen in UiXUi .

Im Fall i # jist
AIPI N (UiXUj):{(x,y)E IxEUi,yEUjundX:y}

={(x,y) € UiXUi | Koordinate von x = (Koordinate von y)‘1

U U(X -Y - 1),

d.h. auch in diesem Fall ist A]Pl N (UiXUj) ist abgeschlossen in UiXUj .

Bemerkung
Im Fall 1 # j funktiioniert die Argumentation fur die Situation der ersten Aufgabe nicht,
denn dann ist

Aplﬂ(UiXUj)={(X,y)€ IXEUi,yEUjundx=y}

={(xy) € UiXUi | Koordinate von x = Koordinate von y } - {(0,0%), (0°,0}}

Wir miissen hier die beiden Punkte (0,0”) und (0°,0) aus der Menge entfernen, denn sie
sind verschieden, obwohl sie beide dieselbe Koordinate besitzen. Damit gilt

Apl N (UiXUj) = VUiin(Xi =Y)-{0,0), (07,03}
Dies ist eine affine Gerade, aus der zwei Punkte entfernt wurden. Thre Abschliefung
Apt MUY = VUiin(Xi =Y)

(vgl. Aufgabe 1.1.4 (1)) ist von der Menge selbst verschieden, d.h.
AIP’I N (UiXUj) ist nicht abgeschlossen in UiXUj fur i#].

2. Schritt. Jede regulédre Funktion f: pl — k ist konstant.
Wir verwenden die Bezeichnungen des ersten Schritts. Sei eine reguldare Funktion
£Pl Kk

gegegben. Dann konnen wir die Einchrankgungen fIU und fIU als regulare
1 2

Funktionen auf der affinen Geraden Al auffasssen. Der Koordinatenring des Al ist ein
Polynomring einer Unbestimmten, sagen wir

K[A ] = k(1.

% Wie am Ende des Beweises von 1.6.12 (ii) sicht man dann, da auch Apl abgeschlossen ist in IP’l.
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Die beiden Funktionen fIU und fIU sind damit durch Polynome gegeben, sagen wir
1 2

Pl(t)’ Pz(t) € k[t].
In den Punkten x EDUlﬂU2 (einer nicht-leeren offenen und damit dichten Teilmenge

des Al haben diese Polynome denselben Wert f(x). Deshalb gilt
PI(C) = Pz(l/c) fur jedes ¢ € k- {0}. (1)
Sei P2(t) ein Polynom Grades
d :=deg P2(t).

d

Dann ist auch t~e P2(1/t) ein Polynom. Wegen (1) ist das Polynom

d. - d.
(%P (0 - 1% P(1/0)

auf der dichten offenen Teilmenge k- {0} von Al gleich Null. Weil Al eine Varietat ist,
mul} das Polynom uiberall Null sein (nach 1.6.11(i1)), d.h. es gilt

. P ()= . P(1/t) in K[t].

Alle Glieder des Polynoms links sind Monome eines Grades = d. Alle Glieder des
Polynoms rechts haben einen Grad < d. Durch Koeffizientenvergleich sehen wir, daf3
die einzigen von Null verschiedenen Glieder auf beiden Seiten den Grad d haben

mussen. Deshalb sind P1 und P2 konstante Polynome mit demselben Absolutglied. Wir

haben gezeigt, die regulare Funktion f ist konstant.

3. Schritt. Jeder Morphismus fpl — X mit Werten in einer affinen Varietat X ist
konstant.

Wir betrachten die der Varietit X zugrundeliegende Punktmenge als Teilmenge des k",
n geeignet gewihlt,
X & k™
Sei
X

Xil K' 5k x=|... | Xi,
X
n
die i-te Koordinatenfunktion. Dann ist die Einchrankung von X, auf X ein regulare

Funfktion auf X. Weil f ein Morphismus ist, ist dann aber
f Xj
f*(xi) = Xi°f2 p! — X —l> k,
eine regulare Funktion auf IPl, also nach dem zweiten Schritt konstant, sagen wir
x.(f(x)) = ¢, € k fur jedes x € pl,

Dies gilt furi =1, ..., n, d.h. es ist

X, (f00) e,

f(x) = =1... furjedeSXEIP’l.
xn(f(x)) )

Die Funktion f hat an allen Stellen denselben Wert.
QED.
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Aufgabe 3: Die reguliren Funktionen auf den offene Mengen des A"
(i)  Sei UC A" eine nicht-leere offene Teilmenge. Fiir jede regulare Funktion
f:U—k

gibt es dann Polynome g,h € k[Tl,...,Tn] mit
h(x) # 0 und f(x) = %fur jedes x € U.
(Hinweis: man schreibe U als Vereinigung von offenen Hauptmengen und
verwende 1.4.6)
(i) SeiX := A™ - {0} mit der zugehorigen Teil-Varietiten-Struktur von A", Zeigen
Sie, fur n = 2 ist X keine affine Varietit.

Beweis. Zu (i) Weil die offenen Hauptmengen eine Topologie-Basis der Zariski-
Topologie bilden, gilt

U= Ui - D(cpi) mit Polynomen ¢, € K[T].
Wir konnen annehmen, die Mengen D(hi) sind samtlich nicht-leer,
D(cpi) # O fur jedesi € L.
Insbesondere ist kein P, gleich O,

P, e k[T] - {0} fur jedesi € L.

Nach 1.4.6 hat fl die Gestalt
D(¢.)

1
g,(x)
f(x) =

fur jedes x ED(cpi) mit g e k[T]
@, (x)
i
n.
Wir ersetzen P, durch ¢ 1. Dabei bleibt D(cpi) unverandert, und wir konnen schreiben
i

g,(x)
f(x) =

fur jedes x € D(g.).
¢, !

Wenn g und P einen gemeinsamen Teiler haben, so konnen wir diesen kiirzen, ohne

daf} sich an diesen Identititen entwas andert. Dabei wurde sich aber die Menge D(cpi)

andern. Wenn wir erreichen wollen, dafl die Funktionen im Zahler und Nenner von f
teilerfremd werden, mussen wir zulassem, dafl die Nenner von den cpi verschieden

sind. Wir kobnnen annehmen, fur jedes i gilt
g.(x)
i o . .
f(x) = hl(_x) fur jedes x € D((pi) mit gi’hi e k[T], gi’hi teilerfremd und hiI(pi

g, g
Fur je zwei i, jEI gilt dann m: f(x) = mfur jedes x € D(hi)ﬂD(hj), also
i J

g00*h,(x) = g(x)eh,(x) fr x € D(hi)ﬂD(hj).



113

Weil A" irreduzibel ist, ist der Durchschnitt von je zwei nicht-leeren offenen

Teilmengen von A nicht leer. Deshalb ist D(hi)ﬂD(hj) eine nicht-leere offene Menge

und sie liegt dicht in A™ (weil A" irreduzibel ist). Weil A™ eine Varietat ist, folgt
gi(x)-hj(x) = gj(x)-hi(x) fur jedes x € A",
(nach 1.6.11 (i1)), also
gi-hj = gj-hi in k[T].
Weil g und hi teilerfremd sind fur jedes 1 € I folgt hi I hj und analog hj I hi' Das
bedeutet, hi und hj unterscheiden sich nur um einen konstanten (von Null verschiednen
Faktor). Wir wiahlen ein i € I und setzen
h:=hiundg=gi
und erhalten

f(x) = %ﬁlr jedesx €Uund h | P fur jedesi1 € 1.

Wenn eines der ¢, an der Stelle x ungleich Null ist, so wegen h | P, auch h an der Stelle
x ungleich Null, d.h. es gilt

U=U,, D) S D(h),
d.h. h ist in jedem Punkt von U ungleich Null.

Zu (ii). Nach (i) hat jede regulare Funktion auf der offenen Menge

X:=A"- {0}
des A" die Gestalt
f(x) = %furjedes x e X

mit Polynomen g, h€ k[T], wobei h in keinem Punkt von X gleich Null ist. Fur n =2

hat aber jedes nicht-konstante Polynom in k™ ch viele Nullstellen®>. Deshalb
mul h konstant sein, d.h. jede reguldre Funktion auf X ist durch ein Polynom gegeben,

5 Hierbei ist wesentlich, daB k als algebraisch abgeschlossener Korper unendlich ist und jedes nicht-
konstante Polynom in einer Unbestimmten nur endlich viele Nullstellen hat:

. Jedes nicht-konstante Polynom in einer Unbestimmten ist somit an unendlich vielen Stellen
ungleich Null.
. Jedes nicht-konstante Polynom in zwei Unbestimmten, sagen wir x und y, ist ebenfalls an

unendlich vielen Stellen ungleich Null: man betrachte es als Polynom in y, dessen Koeffizienten
Polynome in x sind. Man kann zunéchst unendlich viele Werte von x wiahlen, fur welche alle
Koeffiziengen ungleich Null sind. Fur jedes solche x gibt es dann unendlich viele y, fur welche
das Polynom ungleich Null ist.

. Durch Wiederholen des obigen Arguments zeigt man, daf3 jedes nicht-konstante Polynom in n
Unbestimmten in unendlich vielen Punkten des k™ ungleich Null ist.

o Fir n = 2 kann man das Polynom P in, sagen wir Tl,...,Tn als Polynom in Tn betrachten,
dessen Koeffizienten Polynome in Tl,...,Tn_1 sind. Durch Andern der Reihenfolge der Ti erreicht
man, daf} der Grad von P bezuglich Tn nicht Null ist. Dann kann man fur Tl,...,Tn_1 unendlich

viele (n-1)-Tupel von kn_1 einsetzen, fur die alle Koeffizienten des Polynoms in T ungleich
n
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0, =KIT]
Nehmen wir jetzt an, X ist eine affine Varietit. Dann ist der Koordinatenring von X
gleich

k[X] = Kk[T].
Dieser Koordinatenring wird von Tl’ U Tn erzeugt. Deshalb ist das Bild von X bei
der Abbildung
X
X =k"{0} — k" x| ... |,
X
n

(d.h. bei der identischen Abbildung) nach Bemerkung 1.3.1 (iii) Nullstellenmenge einer
Menge M C k[T] von Polynomen:
X={x€k"Ifx)=0furfEM }.
Nun ist X eine nicht-leere offene Teilmenge von A™ und liegt - weil A" irreduzibel ist -
dicht im A™. Eine regulare Funktion
f: AN k,
welche auf X gleich Null ist, stimmt auf der dichten Teilmenge X mit der Nullfunktion

uberein, ist also gleich 0O (nach 1.6.11(i1)). Deshalb kann die Menge M nur aus der
Null-Funktion bestehen, d.h. es gilt

X = {xeIf(x)=0furfE {0} }
=k".
Das steht aber im Widerspruch zur Definition X = k™ - {0} von X. Dieser Widerspruch

zeigt, daB3 X keine affine Varietat sein kann fur n = 2.
QED.

1.6.14 F-Strukturen

Seiem F ein Teilkorper von k und X eine k-Varietat. Eine F-Struktur auf X ist gegeben
durch eine Familie von offenen Mengen von X, welche F-offene Teilmengen von X
genannt werden, mit folgenden Eigenschaften.

1.  Die F-offenen Teilmengen von X sind die offenen Teilmengen einer Topologie
von X.

2. Die F-offenen Teilmengen von X, welche gleichzeitig affine offene Mengen von
X sind, iberdecken X (sie werden auch affine F-offene Teilmengen von X
genannt).

3. Jede affine F-offene Teilmengen ist mit der Struktur einer affinen F-Varietat
versehen.

4.  Sind U und V zwei affine F-offene Teilmengen von X mit V C U, so ist der

Einschrankungsmorphismus U — V tuber F definiert (d.h. ein F-Morphismus

von affinen F-Varietiten im Sinne von 1.4.9).
Wir nennen dann X eine F-Varietit.

Seien X und Y zwei F-Varietiaten und ¢: X — Y ein Morphismus von k-Varietaten.
Dann sagen wir, ¢ ist definiert iiber F oder auch ein FE-Morphismus, wenn fur jede F-
offene Menge V C Y die Menge U := q)'l(V) eine F-offene Menge von X ist und der

Null sind. Man erhilt ein nicht-konstantes Polynom in einer Unsbestimmten, welches in k eine
Nullsstelle besitzt.



115

induzierte Morphismus U — V ein F-Morphismus von affinen F-Varietiten im Sinne
von 1.4.9 ist.
Eine F-Teilvarietat einer F-Varietat ist eine Teilvarietat Y einer Varietat X, fur welche

die natiirliche Einbettung Y & X ein F-Morphismus ist.

1.6.15 Verheftung von affinen F-Varietaten

Zur Definition einer F-Struktur auf einer k-Varietat sind die folgenden Daten
ausreichend.
1. Ein Uberdeckung {Ui}i 1 Yon X durch affine offene Teilmengen.

2. Eine F-Struktur auf jedem Ui'
3. Eine F-Struktur auf jedem der Durchschnitte UiﬁUj mit 1,j € I, fur welche die

natirlichen Einbettungen UiﬁUj S Ui uber F definiert sind.

Eine offene Teilmenge von X wird dann als F-offen definiert, wenn ihr Durchschnitt
mit allen Ui eine F-offene Teilmenge von Ui ist. Man erhalt dann eine F-Varietit im

Sinne von 1.6.14.

1.6.16 F-rationale Punkte von F-Varietaten, Produkte
Sei X eine F-Varietit. Dann ist die Menge X(F) der F-rationalen Punkte definiert als die
Menge der F-Morphismen
Al x
(vgl. 1.4.9).

Sind X und Y zwei F-Varietiten, so besitzt das Produkt XxY auf genau eine Weise die
Struktur einer F-Varietit, bei der die natuirlichen Projektionen

XXY—X und XxY—Y

tiber F definiert sind.

1.6.17 Aufgaben

Aufgabe 1

Man uberprufe die in 1.6.15 und 1.6.16 gemachten Aussagen.

Aufgabe 2

Ein Morphismus ¢: X — Y von F-Varietaten X und Y ist genau dann uiber F definiert,
wenn der Graph von ¢ (vgl. 1.6.11 (i)) eine abgeschlossene F-Teilvarietit der F-
Varietiat XxY ist (vgl. 1.6.16).

Aufgabe 3

Sei X eine k-Varietat. Dann gibt es eine F-Struktur auf X fur einen Teilkorper F C k,
welcher eine endlich erzeugte Korpererweiterung des Primkorpers von k ist,

1.7 Projektive Varietaten

Die wichtigsten Beispiele fur nicht-affine Varietaten - und praktisch die einzigen, denen
wir weiterhin begegnen werden - sind die projektiven Raume und deren Teilvarietaten,
welche in diesem Abschnitt untersucht werden sollen.
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1.7.1 Der projektive Raum P"

Die dem n-dimensionalen projektiven Raum P (kurz auch projektiver n-Raum)
zugrundeliegende Menge ist die Menge

PY.={gC K+l g ist k-linearer Unterraum der Dimension 1 von Ko+l }

der eindimensionalen k-linearen Unterraume des k-Vektorraums kn+1, d.h. die Menge

der Geraden durch den Ursprung von k"1 Eine alternative Beschreibung ist die als
Menge der Orbits,

P = kL g0y,
der Operation

ke x K10y — kM (03, (e, v) 1 cov,
der multiplikativen Gruppe k* von k auf s {0} oder die als Menge der
Aquivalenzklassen,
P" = K {0/~
der Punkte von k11 {0} bezuglich der Aquivalenz-Relation
X~y <> es gibtein cEK* mity = cex.

Ist x = (x X )E K" 1 101, so schreiben wir®®

o X
[X] =[x X 5eeoX ]
fur die Aquivalenzklasse des Punktes x und nennen XO,Xl,...,Xn die projektiven

Koordinaten von [x].
Vereinbarung

Im folgenden werden wir den Polynomring
k[TO,...,Tn]

als Koordinatenring des affinen Raums An+l

dabei mit der Abbildung
.+l
Ti' k —s k, (XO’Xl"'

identifiziert werden, die jeden Punkt auf seine i-te Koordinate abbildet. Wir schreiben
dann

verwenden. Die Unbestimmte Ti soll

.,xn) [EY X, s

Ti(x) =X

Dieser Wert hangt vom Représentanten x ab. Ti([x]) ist nicht definiert. Wir benotigen

die Ti jedoch zur Beschreibung von Funktionen auf Teilmengen des P

So hiangt zum Beispiel in den Punkten des P™ mit von Null verschiedener i-ter
projektiver Koordinate, d.h. in den Punkten von

— n
Ui ={[ XO,...,xn] ep Ixi # 0}

T.

der Wert der Funktionen T—Jnur von der Aquivalenzklasse [x] von x ab,

1

% Im Original wird die Bezeichnung x* = (XO,X X )* verwendet.
n

e



T. cex. x. T.
T—J((c-xo, CoX [oeees c-xn)) = ﬁz X—J: TJ ((xO, X oo xn)) fur jedes cek*.
i R i
Deshalb ist
Tj XJ
Tl ([XO’Xl’ ,Xn]) = X—l
T.
ist eine korrekte Definition und TJ ist eine wohldefinierte Funktion Ui — k.
1
Bemerkungen
(i)  Eine Uberdeckung des P
Sei

. n
Ui =A[ XO,...,xn] eP | X #= 0}
furi=1, ..., n. Dann gilt
n_
P —UOl ) ... | lUn.

(i) Die Mengen Ui als Kopien des A™.

Jede der Mengen Ui konnen wir mit dem A" identifizieren vermittels der

Abbildung

0 Xi Xi+1 Xn
. n .
q)i. Ui — A", [XO,...,xn] (R (Xi y e x , X - Xi).

Die Struktur des A™ als affine Varietat 148t sich so auf die Menge Ui ubertragen,

welche so zu einer affinen Varietat mit dem Koordinatentring

T0 Tn
k[Ui] =k[T, s T
i i

wird.

(iii) Beschreibung der Durchschnitte UiﬂUj.

Fur je zwei Indizes i, j € {0, ... , n} ist
— n —
q)i(UiﬂUj) = {(XO,..., X, 1 Xi+1""’Xn) e A" | Xj # 0} = D(xj)
eine offene Hauptmenge.
(iv) Die Topologie des P". Eine Teilmenge U C P" heiBe offen, wenn der

Durchschnitt UﬁUi fur 1 =0, ... , n eine offene Teilmenge der affinen Varietat

Ui ist. Auf diese Weise wird der P zu einem topologischen Raum.

(v) Die Unterraum-Topologie der Ui als Teilmengen des P" ist gerade die Zariski-

Topologie der affinen Varietat Ui'

(vi) Regularitiat der Koordinatenwechsel Abbildungen.Fur je zwei i, j € {0, ... , n}
ist die Abbildung

-1
q)ioq)j : ¢J(UlmUj) — ¢1(UlmUJ)

eine regulare Abbildung von offenen Mengen des A™.



(vii)

118

Seien U C UiﬁUj eine offene Teilmenge des P", x € U ein Punkt und

f: U—k

eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
1. f ist als Funktion auf der offenen Teilmenge U der affinen Varietat Ui regulér

im Punkt x.
2. f ist als Funktion auf der offenen Teilmenge U der affinen Varietat Uj regulér

im Punkt x.

(viii) Seien U C P" eine offene Teilmenge, x € U ein Punkt und f:U—k eine

(ix)

(x)
(xi)

Beweis. Zu (i). Fur jeden Punkt [x

Funktion. Dann sagen wir, f ist regular im Punkt U, wenn eine der beiden
folgenden aquivalenten Bedingungen erfullt ist.
1. Esgibtein i mit

X E UiﬂU,

fur welches die Einschrankung fIU mU: UiﬂU — k als Funktion auf der
i
offenen Teilmenge UiﬂU der affinen Variatit Ui regular ist im Punkt x.
2. Fur jedes 1 mit
X E UiﬂU

ist die Einschrankung fIU mU: UiﬂU — k als Funktion auf der offenen
i

Teilmenge UiﬂU der affinen Variatat Ui regular im Punkt x.

Die Funktion f: U — k nenen wir reguldar, wenn sie in jedem Punkt von x

regular ist. Wir bezeichnen mit

0 pn(V)

die Menge der regularen Funktionen U — k.
OPH(U) ist bezuglich der gewohnlichen Addition und Multiplikation von

Funktionen U — k eine k-Algebra. Die Abbildung

Ut 04(U)

ist beziiglich der gewdhnlichen Einschrink von Abbildungen eine Garbe auf P,
Der geometrische Raum (P", Opn) ist ein Pravarietat.

Der geometrische Raum (P, OIP’H) ist ein Varietat. Er hei3t n-dimensionaler

projektiver Raum oder auch projektiver n-Raum. Eine projektive Varietit ist eine

abgeschlossene Teilvarietit eines P", d.h. eine abgeschlossene Teilmenge mit der
induzierten Struktur einer Varietit. Eine quasi-projektive Varietit ist eine offene
Teilvarietat einer projektiven Varietat.

O""’Xn] des P" ist mindestens ein X, ungleich

Null, d.h. der Punkt liegt in einem Ui'
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Zu (ii). Man beachte, die Abbildung ist wohldefiniert: bei Multiplikation aller X, mit

einem cEk* bleibt das n-Tupel ganz rechts unverandert. Die Abbildung ist bijektiv mit
der Inversen

q)Tl'An—)U (x X. ., X X )b [x X I, x X ]

1 0T -1 i+ 0"”7i-17 7 i1

Die Projektion TJ.:An — k auf die j-te Koordinate (j=O0,...,i-1,i+1,...,n) wird durch

T.

Verpflanzung entlang q)i zur Abbildung TJ : Ui — k. Die Verpflanzung entlang ¢i
i

definiert so einen Homomorphismus von k-Algebren

) T T
¢; KIA" —> K ., 7]

i i
Die Verflanzung entlang q>i'1 definiert eine Abbildung in umgekehrter Richtung, welche

* *
invers ist zu ¢; , d.h. ¢, ist ein Isomorphismus von k-Algebren und
RO
T > T
i i
gerade der Koordinatenring der affinen Varietat Ui'

k[

Zu (iii). Fur [x] € Ui konnen wir den Reprisentanten x stets so wahlen, daf} die i-te

Koordinate von x gleich 1 ist. Der Wert von ¢i an der Stelle [x] ist dann

q)i([x]) = (XO,..., Xi—l’ Xi+1""’xn)’

wobei die Koordinaten rechts beliebige Werte annehmen kdénnen. Wenn [x] auch in Uj
liegen soll, so bedeutet dies gerade, daf die x. ungleich Null sein soll.

Zu (iv). Der Durchschnitt der leeren Menge mit Ui ist die leere Menge, also offen in Ui'
Der Durchschnitt des P™ mit Ui ist Ui’ also offen in Ui' Damit sind die leeere Menge

und der P™ offen im P™.

Der Durchschnitt von zwei offenen Mengen des P mit Ui sich als Durchschnitt

von zwei offenen Mengen von Ui schreiben, ist also offen in Ui' Damit ist der

Durchschnitt von zwei offenen Mengen des P? offen im P™.

Eine analoge Argumentation beziiglich der Vereinigung offener Mengen des P zeigt,
daB auch das verbleibende Topologie-Axiom fur P™ erfullt ist.

Zu (v). Wegen (iii) ist UiﬁUj offen in Ui’ d.h. alle Uj sind offen im P™. Nach

Definition ist jede im P™ offene Teilmenge U C Ui offen in der affinen Varietit Ui'

Wir haben zu zeigen, dal auch die Umkehrung dieser Aussage gilt. Zum Beweis reicht

es zu zeigen, jede offene Hauptmenge

T, T
DN ={ [XIEU, If(x) # 0}, fEK[F-, .., T—ﬁ
1 1
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={ [x]EIP’nITi(x) # 0 und f(x) # 0}
der affinen Varietat Ui = A" ist auch offen im P, d.h.
D(f)ﬂUj ={[x] EP"| T,(x) # 0 und Tj (x) # 0und f(x) #Z 0}
={[x]EUjITi(X) # 0 und f(x) # 0}

ist offen in Uj fur jedes j. Weil Tj(x) ungleich 0 ist fur [x] € Uj gilt auch

T. T.\8
D(f)mUj ={XIEU,! 7(x) # 0 und ((TIJ H(x) #Z 0}
] ]

T

mit einer beliebig wihlbaren nicht negativen ganzen Zahl s. Als Polynom in den T—V
i
konnen wir f auch in der Gestalt
T T T /T. Tn/T'

S A N VU N S
f—f(Ti s e s Ti) _f(Tj/Tj s e s Ti/T')
schreiben. Wahlt s hinreichend grof3 so wird das Produkt
Ti S TO Tn
g = (T 'fEk[T, e s T—]
J J J
Ti
ein Polynom, in welchem Tnicht mehr im Nenner auftritt. Der Durchschnitt D(f)(']Uj
J
wird so zu einem Durchschnitt von offenen Hauptmengen von Uj ,
Ti T 0 Tn
D(f)mU = D(T—) m D(g) mitg € k[T— Y eee s T—] R
b j j

und damit eine offene Menge von Uj. Wir haben gezeigt D(f)ﬂUj ist fur jedes j offen
in Uj , d.h. D(f) ist offen im P™.

Zu (vi). Die beiden Mengen (])j(UiﬂUj) und q)i(UiﬂUj) sind nach (iii) offen im A™: es
sind gerade die offenen Hauptmengen D(Xi) bzw. D(Xj),

¢j(UiﬂUj) =D(x,) und ¢i(UiﬂUj) = D(Xj)-

Nach Definition gilt
X X. X. X
0 1-1 i+l n
(XX D= (G s 5= =0 -
i i i i
Wie wir im Beweis von (i) gesehen haben ist

b

-1
¢j (XO,..., Xj_l, Xj+1""’Xn) = [XO,...,XJ._I, 1, Xj+1""’Xn]'
X
Die Koordinatenfunktionen der Zusammensetzung q>io¢J71 haben damit die Gestalt X—V
i
und sind damit reguldre Funktionen auf D(Xi). Damit ist aber (I)ioq)j ! eine auf D(Xi)

reguldre Abbildung.



121

Zu (vii). Die erste Bedingung ist Aquivalent zur Regularitat im Punkt q>i(x) der Funktion

47" 0.U) — k.

die zweite zur Regularitat im Punkt q)j(x) der Funktion
-1
foq)j : q)j(U) — k.
Nun ist die zweite Funktion gerade die Zusammensetzung von ¢io¢JT ! mit der ersten.

Wegen der Regularitit von ¢.° 71 (nach (vi)) folgt damit aus der Regularitat der ersten
1]

Funktion die der zweiten. Wir konnen i und j vertauschen und sehen so, daf} aus der
Regularitat der zweiten Funktion auch die der ersten folgt. Die beiden Bedingungen
sind also aquivalent.

Zu (viii). Die Aquivalenz der beiden Bedingungen ergibt sich aus der Aquivalenz der

beiden Bedingungen von (vii) und der Tatsache, daf} eine Funktion f:Ul— k auf einer
offenen Teilmenge U einer affinen Varietit im Punkt x € U genau dann reguldr ist,
wenn die Einschrankung von f auf irgendeine offene Umgebung von x es ist.

Zu (ix). Weil Summe und Produkt zweier regularer Funktionen U — k auf einer
offenen Teilmenge U einer affinen Varietat regulédr sind, gilt dieselbe Aussage auch fur

den Fall einer regularen Funktion auf einer offenen Teilmenge U des P (wegen der
Aquivalenz der Bedingungen von (viii)). Deshalb hat OPn(U) die Struktur einer k-

Algebra. Fur offene Teilmengen U, V des P™ mit U C V ist die Einschrankung einer

reguldren Funktion U — k auf V eine regulare Funktion auf U (ebenfalls wegen
(viii)). Deshalb definiert die Einschrankung auf U einen k-Algebra-Homomorphismus

O (V) — 0 (V).
so daf} O]Pn die Struktur einer Garbe hat.
Zu (x). Nach (i) gilt

Pn

PM = U, U..uU U
und nach (iii) hat jedes Ui die Struktur einer affinen Varietat uiber k. Die Topologie von

Ui als affine Varietat ist gerade die Unterraum-Topologie der Teilmenge Ui von P™

(nach (v)). Eine Funktion f: U — k auf einer Teilmenge von Ui ist genau dann regular

(als Funktion auf einer offenen Teilmenge U von Ui)’ wenn sie es als Funktion auf

einer offenen Teilmenge U von P" ist (nach (viii)). Deshalb ist fur jedes 1 die
Einschriankung

OIP’n IUi
gerade die Strukturgarbe der affinen Varietit Ui' Deshalb ist Ui fur jedes i eine affine
offene Teilmenge von IPn und IP’n besitzt eine Uberdeckung durch affine offene

Teilmengen (nach (i)). Mit anderen Worten, ]P’n ist eine Pravarietat.
Zu (xi). Es reicht zu zeigen, dal die Bedingungen von 1.6.12 (ii) fur die Uberdeckung
PR = U, U..uU U
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erfullt sind. Die erste Bedingung ist auf Grund von (iii) erfullt: die Durchschnitte
UiﬂUj

sind affine offene Mengen von P! fur je zwei Indizes i und j (als offene Hauptmengen
von affinen offenen Mengen). Wir haben noch zu zeigen, da} die Bilder der
Restriktionen

opn(Ui) — O[[Dn(UimUj) und OI[DH(Uj) — opn(UimUj)
die Algebra O]PH(UimUj) uber k erzeugen (fur je zwei Indizes i und j).
Der Koordinatenring der affinen Varietat Ui ist der Polynomring, welcher erzeugt wird
von den Funktion, die aus den Koordinaten-Funktionen xV:An—>k durch

Verpflanzung entlang ¢i entstehen, d.h.

T0 Tn
k[U.]= k[T—i T_i] (C k(Ty s T)
T.
(vgl. (i1)). Der Durchschnitt UimUj ist gerade die offene Hauptmenge D(TJ), d.h.
i
T0 Tn TO Tn Ti
k[UiﬂUj] = k[T_i ,.--,T—i]T'/Ti = k[T_i yoens T_i’T—j]
und die erste der beiden Restriktionsabbildungen ist die naturliche Einbettung
T0 Tn T0 Tn Ti
k[T EARRS] T] g k[T EARRS] T ’T]
i i i i ]

Die zweite Restriktions Abbildung erhalten wir aus der ersten, indem wir i und j
vertauschen:

TO T T0 T T.

n n
T o T S K 00 1
. J ) J L .
Man beachte, es die beiden k-Algebren auf der rechten Seite sind gleich:
T Tn T. T Tn T.

k[

0 i, 0 ]
k[T_ ,“"_.’T] - k[_ EARAS] T7 T]
i 1] ] j i
T T. T T T T
V J V 3 (13 2 V 1 V . [13 2 3 b
(wegen T T = T—gllt C” und wegen T 'T=-T gilt “22”). Wir haben zuzeigen,
joii L R
die k-Algebra
TO Tn Tj
A = k[T geees T—j, T—l]
wird von den beiden Teilalgebren
T T T T

0 n 0 n
k[T—l ,...,T—i] und k[T— "“’T]

J J
uber k erzeugt. Das ist aber tatsachlich der Fall, denn die ersten n+1 Erzeuger

T0 Tn

T e T_
J J
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T

von A liegen in der zweiten Teilalgebra und der verbleibende Erzeuger TJ in der ersten.

1
QED.

1.7.2 Aufgaben

Aufgabe 1

Eine umkehrbare k-lineare Abbildung des k"1 induziert einen Automorphismus des

P, d.h. einen Isomorphismus des P™ mit sich selbst.
Beweis. 1. Schritt. Konstruktion einer Abbildung [¢]: P™ — P™

Seien A = (aij) € k(n+)X(n+1) eine umkehrbare Matrix und

q): kn+1 — kn+1’ X B XA,
die zugehorige k-lineare Abbildung®’. Fur ¢ € k - {0} gilt dann
dlcex) = c-f(x),
Weil ¢ umkehrbar ist, ist fur x # 0 auch ¢p(x) # 0, d.h. [p(x)] ist definiert und es gilt
[p(cex)] = [cp(X)]
= [¢(X)].
Die Aquivalenzklasse von ¢(x) hangt also nur von der Aquivalenzklasse von x ab, d.h.
[0]: P — P, [x] b [0(0)]
ist eine wohldefinierte Abbildung.

2. Schritt. Die Abbildung [¢]: P —s P™ ist ein Morphismus geometrischer Raume.
Wir haben zu zeigen, fur jede regulare Funktion

f:W—k
auf einer offenen Menge W C P ist [(|)]'1(W) offen im P und
[91(P) = fo[9]: [9171(W) — k

eine reguldre Funktion. Dazu reicht es zu zeigen, fur jeden Punkt
[al € (91! (W)
liegt eine ganze offene Umgebung von [a] in [q)]'l(W) und

fo[¢] ist regular in [$]([a]).
Wir verwenden die Bezeichnungen Ui und q>i der Bemerkungen von 1.7.1 fur die

Mengen
Uiz{[x]EIP’nIxi #= 0}
und die Abbildungen
n oo Tial Yier o Ta
q)i: Ui — A", [XO,...,xn] (R (;, T T ;)

i i i i
mit den Umkehrungen

-1 .n
(I)i AT — Ui , (XO""’Xi-l’Xi+l""’Xn) > [XO""’Xi-l’l’Xi+1""’Xn]

7 Wir schreiben in Anlehnung an die Bezeichnungsweise von T.A.Springer die Punkte des kn+1 al

Zeilenvektoren.

S
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Wir wihlen Indizes i und j derart, daf} gilt
[a] € Ui und [¢]([a]) € Uj'

Wir haben zu zeigen, die Abbildung ¢ bildet eine offene Umgebung U C Ui von [a] in
die offene Umgebung Uj von [¢]([a]) ab und die Zusammensetzung
-1
¢j°[¢]°¢i L, (U) — ¢j(Uj)
ist regulér in q)i([a]).

Nach Definition von [¢] und q>i gilt auf der offenen Menge q)i(WﬂUi) des A™:

x D

-1
[(l)] q)l (XO’--"Xi_l7Xi+1’--"xn) - [q)]([XO’---’Xi_l’l’Xi+17---’ n

= [¢(x0,...,xi_1,1,xi+1,...,xn)] (Definition von [¢])
= [(XO""’Xi—l’l’Xi+1""’Xn)A] (Definition von ¢)
= [py(X)orrs P ()]

Dabei bezeichne pv furv=0, ..., n die v-te Koordinate von

¢(X0""’Xi—1’1’Xi+1""’xn)
d.h. das lineare Polynom
pv(x) := v-te Koordinate von ¢(XO""’Xi-1’l’xi+1""’xn)
= v-te Koordinate von (XO""’Xi-l’l’xi+1""’xn)A

=x.a. +..+X. . a. +
0 Ov 1-171-1,v

Nach Wahl von j liegt der Punkt
[Po(,(Ta])).... p_(b.(TaD)] = [91o6; @.([aD) = [¢1(Ta)

in Uj , d.h. das lineare Polynom

a X a

. +X. .a. +...+
v 1+l i+l,v n nv

pj(x)
ist an der Stelle q)i([a]) von Null verschieden. Die offene Hauptmenge D(pj) C Ui = Al
enthélt den Punkt q)i([a]). Damit ist Menge
-1
eine offene Umgebung von [a]. Nach Definition von pj ist die j-te Koordinate der

Punkte von

[61(U) C [91(9; 1(D(]Dj))) ={ [xA]EP"| X, =1lund P; (x) = 0}
ungleich Null, d.h. es gilt
[$1(U) © Uj

Als Abbildungsvorschrift von q)jo[q)]oq)i' ! auf q)i(U) erhalten wir

-1 :
¢jo[¢]o¢i (XO,...,Xi_l,Xi+1,...,Xn) =¢j([(p0(x),...,pn(x))]) (siehe oben)



125

R Ry ® )
B I XN X O)

Weil pj in den Punkten von q)i(U) = (bi(WﬂUi)ﬂ D(pj) C D(pj) ungleich Null ist, ist
dies eine regulare Funktion auf q)i(U).

3. Schritt. Die Abbildung [¢]: P? — P™ ist ein Automorphismus des P".

Wir konnen in den obigen Betrachtungen die umkehrbare Matrix A € g(+)>(n+1)
durch deren Inverses ersetzen und die Abbildung

,lp: kn+1 N kn+1, X B XA_I.
Dieselben Uberlegungen wir oben zeigen, auch [y]: P" —s P™ ist ein Morphismus

geometrischer Raume. Nach Konstruktion sind [¢] und [p] zueinander inverse

Abbildungen, d.h. sie sind zueinander inverse Automorphismen.
QED.

Aufgabe 2

Sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Man definiere eine Varietat [P(V), deren
zugrundeliegende Punktmenge die Menge der 1-dimensionalen k-linearen Unterraume

von V ist und welche isomorph ist zum P! mitn = dimk V.

Beweis. Alle Betrachtungen von 1.7.1 lassen sich weitgegend in einem
koordinatenfreien Kontext wiederholen. Anstelle der eindimensionalen linearen
Unterraume von V kann man wieder die Operation

k* x V-{0} — V-{0}, (c, V) b cev,
der Multiplikativen Gruppe k* des Korpers k auf V - {0} betrachten und P(V) als die

Menge der Orbits definieren oder als Menge der Aquivalenzklassen bezuglich der
Aquivalenzrelation

X~y <& es gibtein cEK* mity = cex.

auf den Vektoren von V - {0}. Fur v € V bezeichnet man wieder mit

[v]

die Aquivalenzklasse von v. Dann ist
PV) ={[v]lIvE V-{0}}
1.Schritt. Eine Uberdeckung von P(V).
Als néchstes haben wir analog zu Bemerkung 1.7.1(i) eine Uberdeckung von P(V) zu

konstruieren, durch Mengen, die man mit der Struktur des A™ versehen kann. Fiir jede
von Null verschiedene Linearform auf V, sagen wir

(e V*-{0}, V¥ = Hom, (V. k),
setzen wir
Uy:= {X]EP(V) 1€(x) #= 0 }.

Weil es zu jedem x € V - {0} eine Linearform ¢ € V* - {0} gibt mit {(x) # 0, folgt
P(V) = Uéev*-{O} Ue-
Auf der rechten Seite stehen unendlich viele U ¢ Man kann aber auch zum Beispiel eine

Basis des dualen Vektorraums V* wihlen, sagen wir

(...

0.1 € V* linear unabhéng
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(zum Beispiel die Koordinatenfunktion zu einer fest gewahlten Basis von V). Dann gilt

0

n-1

2. Schritt. Die Mengen U ( als Kopien des A",

Wie in Bemerkung 1.7.1 (i1) kann man die Basis der éi verwenden, um die U ¢ mit dem
i
A1 74 identifizieren. Man verwendet die Abbildungen

¢ (x) (. (x) C. (%) ¢ (x)
: n-1 0 i-1 i+1 n
¢Zi. Uéi—>A ,[x]»(éi(x) Zi(x) , éi(x) Zi(x)

)
1)

mit den Inversen
Losung des linearen

Gleichungssystems

-1_ n-1 _ e . .
(I)Zi.A _>U5i’(X0""’Xi—1’Xi+1""’ Xn)|-> ZJ.(X) = Xj fur j=1,...,i-1,i+1,...,n

Zi(x)=1
Man erhilt die Situation von Bemerkung 1.7.1(ii), wenn man in V eine Basis fixiert,
mit dieser den Vektorraum V mit dem k" identifiziert und als Zi die duale Basis

verwendet.
Eine weniger koordinaten-abhangige Variante des Vorgehens besteht darin, dal man

den P" als Menge der in V liegenden Geraden durch den Ursprung betrachtet. Jedes

{ e V*-{0}
definiert eine Hyperebene

HZ::{XEVIZ(X):l}

welche nicht durch den Ursprung geht und die man mit dem A" identifizieren kann.
Der Koordinatenring

— > ’ *

k[H 1 =k[ ¢ |H€|é € V¥ ]

wird dabei als k-Algebra von den Einschrankungen der lineaaren Funktionen V — k
auf H / erzeugt.®®

5 Weil der Null-Vektor von V nicht in H , liegt, besitzt H ¢ keine naturlich definierte k-Vektorraum-

Struktur. Um diese festzulegen, kann man einen beliebigen Vektor VO € V wihlen mit
‘v )=1
( 0)

(d.h. einen beliebigen Vektor von H )) und linear unabhéangige Vektoren vl,...,v mit

[4 n-1

¢(v)=0firi=1,.,n-1.
i
Die Vektoren VO,...,V . bilden dann eine Basis von V. Die Losungen der Gleichung ¢(x) = 1 sind
n_
n-1
gerade die Vektoren der Gestalt VO + E x,v, mit X, € k, und die Abbildung
ii i
i=1
n-1

¢ ) P Yo .Elxlvl
1=

n-1

@k
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Zur Identifikation von U ¢ mit H ¢ verwendet man die Abbildung

¢ ¢ U (¢ H R A Schnittpunkt der Geraden g mit H X

(2)
mit der Umkehrung

-1
q)é :H ¢ U (PP Gerade durch p und den Ursprung.

Im folgenden wird es sich als nutzlich erweisen, wenn wir Koordinaten-Ringe der
affinen Varietiten U ¢ als k-Algebren von Funktion auf U ¢ (anstelle der Funktion auf

H ¢ ) kennen. Deshalb geben wir eine entsprechende Beschreibung an dieser Stelle an.

3. Schritt. Fiir jedes € € V*-{0} besteht der Koordinatenring

ist bijektiv und bietet die Moglichkeit H , mit dem kn-l zu identifizieren. Sei

[4
(.. €V
0 n-1
die zur Basis VO,...,V | duale Basis. Dann gilt nach Wahl der v,
n- i
( =¢
0

und die Verpflanzung Cp*(éj) von ZjEV* entlang @ hat fur j = 1,...,n-1 die Gestalt

GHENT T ) =6 @(T T )

1
n-1
= éj(vo) + .E T Zj(vi)
i=1
n-1
=0+ '2 T, 6ij
i=1
=T.
J

Weil die € 0,...,5 eine Basis von V* bilden, ist jede Linearform auf V eine Linearkombination der l.
- i

n-1
und jedes Polynom in irgendwelchen Linearformen auf V ist ein Polynom in den ¢ . Weil ZO ={ auf
i

H , konstant gleich 1 ist, ist die Einschrankung eines solchen Polynoms auf H ¢ ein Polynom in den
0 ...0 .
1 n-1
Wir haben gezeigt,

k[Hé] = {p(él,...,én_l) Ipe k[Tl,...,Tn_l]}.

Die Verpflanzung entlang des Isomorphismus ¢ ist gerade - wie eben gezeigt - die Abildung

‘. n-1, _
@ k[HZ]—>k[k ]_k[Tl,...,Tn_l],p(Zl,...,Zn_l)Hcp*(p(él,...,é ))

n-1
= p(cp*(€1>,..., e*€ )
n-1
= p(Tl,...,T )
n-1

Man beachte, @* ist ein Homomorphismus von k-Algebren. Es ist gerade die Umkehrung zur

Auswertung an der Stelle (Zl,...,f 1),
n_

k[Tl,...,Tn_l] — k[HZ], p(Tl,...,Tn_l) (S p(él,...,én_l).

Insbesondere ist ¢* ein Isomorphismus von k-Algebren. Die Linearformen ¢ 1,...,5 spielen in k[H Z]
n

-1
die Rolle der Unbestimmten. Auf Grund der Isomorphie der Koordinatenringe hat man auch eine 1-1-
Korrespondenz zwischen den abgeschlossenen und damit auch zwischen den offenen Mengen.
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k[U Z]
der affinen Varietaten U ¢ gerade aus den Funktionen der Gestalt
& (x) ¢ (x)
U k, F s e s ,
mit einem Polynom F mit Koeffizienten aus k und Linearformen ¢ ,i € V*
(und s = 1,2,3,...).

Wir verwenden die Bezeichnung k[U Z] fur die Menge der Funktionen der angegebenen
Gestalt und zeigen, daB3 es sich um den Koordinatenring der affinen Varietit U Y

handelt.
Fur [x] = [y] gibt es ein cEk™* mit y = cex, also

Z’i(y) Z’i(c~x) C-Z’i(x) é’i(x)
€y)  llcx)

Tl X
0 .(x)

Der Wert der Quotienten ZE ) héngt also nur von der Aquivalenzklasse des Punktes x
X

€ V ab, d.h. die Quotienten sind wohldefinierte Funktionen auf U ¢ Dasselbe gilt damit
¢, ¢ (x)

auch fur die Polynome F(W y e s W) in solchen Quotienten. Allgemein
X X

definiert eine auf den Geraden durch den Ursprung von V konststante Funktion f eine

Funktion eine Funktion auf der Menge der Geraden. Wir wollen diese zugehorige

Funktion auf den Geraden mit [f] bezeichnen,

[f1[x] := £(x).
éa

9

In diesem Sinne ist die durch F(Tl s e TS) gegebene Funktion auf U ¢ gerade die
Funktion
[4 1 14 '
[F(T s ee s T)] UZ — k.
e, e,
Die Einschriankung der Funktion F(T y e s T) auf H ¢ ist (weil ¢ auf H ( konstant
gleich 1 ist) ein Polynom
e, 2
Flgs s T)lHZ =F¢....0 )l H,
=F(¢ Z,...,é SlHé)

in den Einschrankungen von Linearformen 14 ’i € V*, also ein Element von k[H é]' Wir

erhalten so eine wohldefinierte Abbildung

k[Ug] — k[HZ]’ [f] & leé.
Nach Definition von k[H 5] ist diese Abbildung surjektiv. Aus der Abbildungsvorschrift

liest man ab, daB es sich um einen Homomorphismus von k-Algebren handelt.
Umgekehrt ist eine auf den Geraden durch den Ursprung konstante Funktion f
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vollkommen festgelegt, wenn man ihren Wert in jeweils einem Punkt der betrachteten

Geraden kennt. Das ist aber hier der Fall: wenn wir ﬂH kennen , so ist der Wert von f
¢

im Schnittpunkt der jeweiligen Gerade mit H ( festgelegt (fur alle Geraden von U Z)' Die

Abbildung ist also auch injektiv, und damit ein Isomorphismus.

4. Schritt. Beschreibung der Durchschnitte U ( U 0

Wie in Bemerkung 1.7.1 (iii) kann man den Durchschnitt von je zwei der Mengen U ¢
beschreiben, sagen wir
Uy N Uy = {XIEP(V)1€(x) # Ound £’(x) # 0 }
Das Bild des Durchschnitts bei der Abbildung (2) ist gerade
¢,U, N Up)={xEH,! 0(x) #0}=D{ lHZ)

Es ist die Menge der Punkte von H (= An'l, in denen die Einschrankung der linearen

Funktion > von Null verschieden ist. Dies ist eine offene Hauptmenge des affinen
Raums.
Das Bild von U ( U ¢ bei der Abbildung (1) besteht gerade aus den Punkten des A",

i
deren j-te Koordinate ungleich Null ist (einer offenen Hauptmenge).

5. Schritt. Die Topologie des P(V).
Wie in Bemerkung 1.7.1 (iv) haben wir eine Topologie auf dem P(V) einzufuhren.

Man geht in derselben Weise vor: man definiert eine Teilmenge U C P(V) als offen,
wenn ihr Durchschnitt mit jedem U ( (oder sogar mit jedem U Z) offen ist, und beweist

1
mit denselben Argumenten wie in 1.7.1, daf} auf diese Weise die offenen Mengen einer

Topologie von P(V) definiert sind.
6. Schritt. Die Unterraum-Topologie der U ( als Teilmengen von P(V)

Wie in Bemerkung 1.7.1 (v) haben wir zu zeigen, die Topologie des P(V) induziert auf
den Teilmengen U ¢ die Zariski-Topologie der affinen Varietit U K Fur Teilmengen

uCu ¢ ist die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen zu beweisen.
1. U ist offen als Teilmenge der affinen Varietat U ¢

2. U ist offen als Teilmenge des topologischen Raums P(V).

Die Implikation 2 = 1 ist trivial (auf Grund der Definition der Topologie von P(V) im

vierten Schritt. Zu beweisen ist die umgekehrte Implikation. Weil jede offene Menge
der affinen Varietat U / Vereinigung von offenen Hauptmengen ist, reicht es zu zeigen,

Jede offene Hauptmenge von U ( ist offen in P(V).
Eine offene Hauptmenge von U ( hat die Gestalt

D(f) = {[x] EUélf(x) #0}

mit f € k[U é]’ d.h. mit einer Abbildung welche nach dem dritten Schritt die Gestalt
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hat mit einem Polynom F, dessen Koeffizienten in k liegen, und Linearformen Z’i e

V*. Wir haben zu zeigen,
D) (U ¢ ist offen in der affinen Varietat U ¢ fur jedes &> € V*,

Dazu betrachten wir das homogene Polynom mit Koeffizienten aus k
T T

deg F 1 S
G(T,,..T  ):=T [ <K yeens ),
1 s+l ° Ts+1 Ts+1
welches denselben Grad wie F hat. Wir konnen dann D(f) in der folgenden Gestalt

schreiben.

D(f) = {[x] EP(V) I {(x) # 0 und g(x) #= 0}
mit g(x) := G(¢’ 1(x),...,é ’S(X), ¢(x)). Fur den Durchschnitt mit U ¢ erhalten wir

D) N Uy ={xIEPV)] ¢(x) # Ound £’(x) # 0 und g(x) # 0}
={x1€ U, 1¢(x) # 0und g(x) # 0}

_ (x) g(x)
= {[x] EUZ’ lZ’(X)# 0 und é’(x)deg G # 0}
Nach dem dritten Schritt sind
U, —k [X] » ()
A ’ 0 (x)
und
gx) 1 G/ :
UZ’ —s k, [x] HZ’(X)deg G= Z’(X)deg G Gl l(x),...,g S(x), (%))

Elemente des Koordinatenrings k[U Z’]’ denn

g 1 , ,
;dcg G~ 7:deg G ‘G(¢ 1,...,5 o 0)

laBt sich wegen der Homogenitiat von G als Polynom mit Koeffizienten aus k in den
Quotienten 5’1/3’ e Z’S/Z’ schreiben. Diese beiden Funktionen definieren also

4 g . .
offene Hauptmengen D(Z) und D(M) und U 0 Der uns interessierende
Durchschnitt ist gerade der Durchschnitt dieser offenen Hauptmengen,

¢ g
D) M Up = D(f) N D(Z,deT)
und damit offen in U 0

Da dies fiir jedes € € V* - {0} gilt, ist D(f) offen in P(V).

7. Schritt. Aquivalenz der beiden Topologie-Definitionen fur IP(V) im vierten Schritt.
Im funften Schritt haben wir die Topologie des Raums P(V) auf zwei verschiedene

Weisen definiert, namliche einmal auf invariante Weise mit Hilfe aller U (" (ev*-{0},

und einmal mit Hilfe speziell gewahlter U (. i=0, ... , n-1. Wir wollen jetzt zeigen,

i
daf} wir in beiden Fallen dieselbe Topologie erhalten. Dazu reicht es zu zeigen, daf3 fur

jede Teilmenge U C IP(V) die folgenden drei Aussagen dquivalent sind.
1. U ist offen in P(V) (im Sinne der invarianten Definition mit Hilfe aller U Z).
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2.UNU ¢ ist offene Teilmenge der affinen Varietat U ¢ fur jedes {EV*-{0}.

3.UNU ¢ ist offene Teilmenge der affinen Varietat U ¢ furi=0,...,n-1.
i i
Dabei besteht die Aquivalenz 1 «  trivialerweise (auf Grund der in 1 verwendeten
Definition). Die Implikation 2 = 3 ist ebenfalls trivial. Zu beweisen ist die Implikation
3= 1.Seialso U U / offene Teilmenge der affinen Varietit U ( furi=0,...,n-1.
i i
Auf Grund der Aquivalenz der beiden Aussagen 1 und 2 des sechsten Schritts ist dann
aber UM U ( auch offen im Raum P(V) fur i = 0, ... , n-1. Weil die offenen Mengen
i

von P(V) nach dem funften Schritt die offenen Mengen eines topologischen Raums
sind, ist dann aber auch

U?:_(l) UuNu ¢ = U offen im Raum P(V).

8. Schritt. Vergleich der Regularitatsbegriffe auf den verschiedenen U %

Bei der Einfuhrung des P™ in 1.7.1 haben wir als nachstes die Regularitat der
Koordinantenwechsel-Abbildungen (Bemerkung 1.7.1 (vi)) bewiesen und haben dann
spater diese Regularit benutzt um die Regularitatsbegriffe bezuglich der verschiedenen
affinen offenen Teilmengen U. zu vergleichen (in Bemerkung 1.7.1 (vii)). Wir weichen

hier etwas von diesem Vorgehen ab und vergleichen die Regularitatsbegriffe auf zwei
verschiednen U ¢ direkt.®” Genauer: wir wollen das folgende Analogon zu Bemerkung

1.7.1(vii) beweisen.

Seien ¢, ’EV*-{0} zwei verschiedene Linearform,
C
uCU ¢ U ¢
eine offene Teilmenge des P(V), x € U ein Punkt und

:U—k
eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
1.  fistals Funktion auf der offenen Teilmenge U der affinen Varietit U ¢ regular im

Punkt x.
2. fistals Funktion auf der offenen Teilmenge U der affinen Varietat U ¢ regular im

Punkt x.
Die erste Aussage bedeutet, fur die Punkte x aus einer (ganz in U liegenden) offenen
Umgebung W gilt

v(x) # 0 und f(x) = ut) mitu, v E k[Ué]

v(x)
Wegen u, v € k[U é] gibt es nach dem dritten Schritt homogene Polynome
UCT oo T, ) und V(T T )

mit Koeffizienten aus k und Linearformen ¢’ 1,...,5 S € V* mit

u=/_

1 , , 1 ’ ’
Teg U U |on € O] und v = [W' V| € 0]

% Daraus ergibt sich dann umgekehrt die Regularitat der Koordinatenwelchsel-Abbildungen.
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Durch Erweitern der Quotienten mit geeigneten Potenzen von ¢ konnen wir erreichen,
daB U und V denselben Grad bekommen. O.B.d.A. sei also
deg U=deg V.
Dann gilt
U(Z’l(X),...,é’S(X),Z(X))

\(A 1(x),...,é’s(x),é(x))

f([x]) = fur [x] EW

wobei der Nenner nach wie vor fur [Xx]EW von Null verschieden ist.
Wegen ¢’ (x) # 0 fur [x]| EW C U C Uy N Uy, gilt auch

U l(x),...,é’S(x),e(x))/(é’(x))deg U

f([x]) = fur [x] EW
V(Z’1(x),...,é’S(x),é(x))/(é’(x))deg v
also
v’(x) # 0 und f(x) = 38
mit
, 1 , , , 1 , :
u = [m' U(Z 1 Z g’ Z)] und v’ = [W' V(Z 1 Z S’ Z)]

alsou’, v’ € k[UZ’]'

Wir haben gezeigt, die Aussage 2 folgt aus Aussage 1. Aus Symmetriegrinden folgt
dann aber auch die erste aus der zweiten Aussage.

Die weitere Argumentation ist fast identisch mit der im Fall des P" in 1.7.1.

9. Schritt. Definition der Regularitat von Funktionen auf offenen Menge des P(V).

(vgl. Bemerkung 1.7.1 (viii)).

Seien U C P(V) eine offene Teilmenge, x € U ein Punkt und f:U—k eine Funktion.

Dann sagen wir, f ist reguldr im Punkt x von U, wenn eine der beiden folgenden
aquivalenten Bedingungen erfullt ist.

1. Esgibtein ¢ € V*-{0} mit
X E UZmU,

fur welches die Einschrankung fl U ZﬂU — k als Funktion auf der

U ZﬂU
offenen Teilmenge U gﬂU der affinen Variatat U ¢ regulér ist im Punkt x.

2.  Firjedes £ € V¥-{0} mit

ist die Einschriankung fl U ZﬂU — k als Funktion auf der offenen

U éﬂU:
Teilmenge U ZﬂU der affinen Variatat U ¢ regulir im Punkt x.

Die Aquivalenz der beiden Bedingungen ergibt sich aus der Aquivalenz der beiden
Bedingungen des achten Schritts und der Tatsache, da} eine Funktion f:Ul — k auf

einer offenen Teilmenge U einer affinen Varietit im Punkt x € U genau dann regular
ist, wenn die Einschrankung von f auf irgendeine offene Umgebung von x es ist.
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Die Funktion f: U — k heift reguldr, wenn sie in jedem Punkt von x regular ist. Wir

bezeichnen mit

O]P(V)(U)

die Menge der regularen Funktionen U — k.

10. Schritt. Die Strukturgarbe des P(V).

OIP’(V) (U) ist bezuglich der gewohnlichen Addition und Multiplikation von Funktionen

U — k eine k-Algebra. Die Abbildung

Upb OIP’(V) (U)

ist bezuglich der gewohnlichen Einschriank von Abbildungen eine Garbe auf P,

Weil Summe und Produkt zweier reguldarer Funktionen U — k auf einer offenen
Teilmenge U einer affinen Varietat regular sind, gilt dieselbe Aussage auch fur den Fall

einer regularen Funktion auf einer offenen Teilmenge U von P(V) (wegen der
Aquivalenz der Bedingungen des neunten Schritts). Deshalb hat OIP’(V)(U) die Struktur

einer k-Algebra. Fir offene Teilmengen U, V des P™ mit U C V ist die Einschrankung

einer regularen Funktion U — k auf V eine reguldre Funktion auf U (ebenfalls wegen

des neunten Schritts). Deshalb definiert die Einschrinkung auf U einen k-Algebra-
Homomorphismus

OIP V) V) — OIP’ (V)(U)’

so daf OIP’H die Struktur einer Garbe hat.

11. Schritt. IP(V) ist eine Pravarietat.
Nach dem ersten Schritt gilt
n_
Pr= UZEV*-{O} Ye
und nach dem dritten Schritt hat jedes U ( die Struktur einer affinen Varietat uiber k. Die

Topologie von U ¢ als affine Varietat ist gerade die Unterraum-Topologie der Teilmenge

U ¢ von P(V) (nach dem sechsten SChritt). Eine Funktion f: U — k auf einer

Teilmenge von U ¢ ist genau dann regular (als Funktion auf einer offenen Teilmenge U

von U é)’ wenn sie es als Funktion auf einer offenen Teilmenge U von P(V) ist (nach

dem neunten Schritt). Deshalb ist fur jedes ¢ € V*¥-{0} die Einschrinkung
O I

P(V) Uy

gerade die Strukturgarbe der affinen Varietat U ¢ Deshalb ist U ¢ fur jedes ¢ eine affine

offene Teilmenge von P(V) und P(V) besitzt eine Uberdeckung durch affine offene
Teilmengen (nach dem ersten Schritt). Mit anderen Worten, P(V) ist eine Pravarietat.

12. Schritt. P(V) ist eine Varietit und isomorph zum Pn'l.

Es reicht zu zeigen, dal P(V) isomorph ist zu IP’n'l. Dazu reicht es, mit Hilfe einer
Basis von V einen Isomorphismus

—~

kn-l —)V
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zu wahlen. Mit Hilfe dieses Isomorphismus ubersetzen sich alle Definitionen und

Konstruktionen im Kontext des IP’n'l in die des P(V) und umgekehrt. Als Basis
byt

des dualen Raums V* im ersten Schritt sollte die zur gewéhlten Basis von V duale Basis

verwenden. Die i-te Linearform Zi ist dann gerade die Projektion auf die i-te

Koordinatenachse (die wir gewohnlich mit X, bezeichnen).
QED.

Aufgabe 3

Sei F ein Teilkorper von k. Man definiere eine F-Struktur auf dem P", welche auf
jedem Ui der Bemerkungen von 1.7.1 die F-Struktur induziert, die von der F-Struktur

des A™ kommt.
Beweis. In Anlehnung der zu Aufgabe 3 von 1.5.5 beschriebenen Konstruktionen

kann man die Konstruktion des P" einem beliebigen Korper durchfuhren, wobei
an die Stelle der gewohnlichen Punkte der auftretenden affinen Varietiten die Primideale

der entsprechenden Koordinatenringe treten. Man erhélt eine Varietat IP’E uber dem
Korper F mit
Pp x Spec k = Py
F 7 obec k=1
Durch Ubergang zu den abgeschlossenen Punkten erhédlt man rechts den in 1.7.1

konstruierten projektiven Raum P" und aus der Produkt-Zerlegung von IP’II; wird die

gesuchte F-Struktur des P".
QED.

1.7.3 Nullstellenmengen homogener Polynome im P"

Sei A ein Ring und bezeichne

ZZO

die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen. Die Elemente des Polynomrings
AT, .., T 1,
0 n

haben dann in Multi-Index-Schreibweise die Gestalt

f= 3 aT mitcEA firjedesi,
. n+1
IEZZO
wobel nur endlich viele a, ungleich Null sind und T' das Potenzprodukt
TO.. .
0 n
bezeichnet, wenn 1 = (io,...,in) € Zggl ist. Ein Polynom der Gestalt a*T' heiBt auch

Monom vom Grad

deg a°T! := il :=1i ot

0

Das Polynom f heifft homogen vom Grad d, wenn nur Monome von Grad d in der
Summe wirklich vorkommen, d.h. wenn

a, = 0 fur jedes i mitd # li].
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gilt.
Ein Ideal

1C A[TO, ,Tn]
heiflit homogen, wenn es von homogenen Polynomen erzeugt wird.
Bemerkungen

(i) Ein Polynom f € A[T, ..., Tn] ist genau dann homogen vom Grad d, wenn

0
L ] [ ] - dl
f(XT s o XoT ) = XER(T e, T ) (1)

gilt fur eine Unbestimmte X, d.h. die Identitat soll im Polynomring
A[TO, s Tn’ X]

bestehen.
Jedes Polynom f € A[TO, s Tn] 1aBt sich auf genau eine Weise als Summe
f=f +..+f
1 r
von homogenen Polynomen aus A[TO, NN Tn] mit paarweise verschiedenen

Graden schreiben. Die fi heiflen homogene Komponenten von f.

(i) Fur jedes homogene Polynom f € A[TO, s Tn] von Grad d gilt

f(aex) = a~f(x)
fur jedes a € A und jedes n-Tupel x € A",
Ist A ein Integrititsbereich mit unendlich vielen Elementen, so gilt auch die
Umkehrung. Insbesondere gilt fur A =k

f homogen vom Grad d & f(c*x) = cd-f(x) fur beliebige c€k und xek™,

(iii) Ein Ideal 1 C A[T,,, ..., Tn] ist genau dann homogen, wenn fur jedes Polynom

07
von f € I auch alle homogenen Komponenten von f in I liegen.

(v) Istfe k[TO, s Tn] ein homogenes Polynom und x € kn+1— {0} ein Punkt, so
gilt

f(x) =0 & f(cex) =0 fur jedes c € k*,
d.h. die Frage, ob x eine Nullstelle von f ist, hangt nur von der

Aquivalenzklassen [x] € P ab. Wir schreiben dann auch”
. . f([x]) = 0. .
Fur jede Familie {fk}kE A Von homogenen Polynomen von k[TO, e Tn] ist
damit
V*(fk IAEA) = {xEP"| f)» (x) =0 fur AEA }

={[x] EIP’nIf)\(x):OfurkEA}
eine wohldefinierte Menge. Entsprechend ist fur jedes homogene Ideal 1 die
Menge
V*(I) ={ [x] EPM I f(x) = 0 fur jedes fET }

korrekt definiert.
Beweis. Zu (i). Fur jede Unbestimmte X gilt

™ Der Wert f([x]) an der Stelle [x] ist zwar nicht definiert, die Aussagen f([x]) = 0 und f([x]) # O sind
aber trotzdem korrekt.
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f(XeT XeT ) = X-T )0, o(X-T )
(Xe .n) = 3 ai.( .O) oo .n)

. N+l
IEZZO

0

=y a-xilTl

1
N+l
16220

Wenn nur Summanden mit lil = d von Null verschieden sind, kann man Xli] = Xd
ausklammern und erhalt
L] L] = d.
f(X TO’ e, X Tn) =X f(TO, s Tn),
d.h. fur homogene Polynome gilt (1).
Gelte umgekehrt (1) fur ein f € A[TO, e Tn]. Wir fassen die Monome gleichen

Grades von f zu homogenen Polynomen zusammen und erhalten eine Darstellung

f:f1+...+fr

von f als Summe von homogenen Polynomen fi deren Grade
di :=deg fi
paarweis verschieden sind. Dann gilt, wie wir gerade bewiesen haben,
f(X-TO, ,X-Tn) = fl(X-TO, ,X-Tn) + ...+ fr(X-TO, s

x3¢ (1 T x%rt (T T
- ¢ 1( 0 n) + ...+ ® r( 0 n)

Andererseits gilt nach Voraussetzung (1). Da zwei Polynome genau dann gleich sind,
wenn fur jedes Potenzprodukt die Koeffizienten beider Polynome gleich sind, folgt

XeT )

r=1,d =d
und
xdef(T T y=x%t (T T)
oo T [T T).
also
f(Ty o, T )= £ (T, T).

Insbesondere ist f homogen.

Die Existenz der Darstellung von f als Summe homogener Komponenten ergibt sich,
wie bereits erwahn durch das Zusammenfassen von Monomen gleichen Grades. Die
Darstellung ist eindeutig, weil zwei Polynome (als Elemente eines Polynomrings) genau
dann gleich sind, wenn sie dieselben Koeffizienten haben.

Zu (ii). Sei @ der A-Algebra-Homomorphismus
Q: A[TO, ’Tn’X] — A, p(TO, ’Tn’X) P p(x, a).

Wir wenden ¢ auf die Identitat (1) von Bemerkung (i) an und erhalten so den ersten Teil
der Aussage von (ii).

Der zweite Teil der Aussage folgt aus der Tatsache, daf} ein Polynom mit Koeffizienten
aus einem unendlichen Integritatsbereich genau dann an allen Stellen O ist, wenn alle
sein Koeffizienten O sind.

Der dritte Teil der Aussage gilt, weil algebraisch abgeschlossene Korper unendlich viele
Elemente besitzen.

Zu_(iii). Sei I homogen und {f)\ ein Erzeugendensystem von I, welches aus

hen
homogenen Polynomen besteht. Sei

dk :=deg f?»'
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Sei f € I. Wir haben zu zeigen, daf} die homogenen Komponenten von f ebenfalls in I
liegen. Wegen f € I hat f die Gestalt

f=3 pk-f)\ mi p, S k[TO, e s Tn].
AEA
Wir zerlegen jedes Py in homogene Komponenten und schreiben

PL=2 Py
i
wobei Py die homogene Kompoente von p des Grades i - dk bezeichne (oder die 0).
Dann ist Py i.fk homogen von Grad i (oder gleich 0) und dasselbe gilt fur
fi = E p)\',i'fx.
AEA
Es gilt
f =3 p}\-fx
AEA
= 22
AEA!
=2 2PN
b aeA
=2 4
i

Damit haben wir f als Summe von Polynomen fi dargestellt, wobei fi den Grad i hat

oder gleich 0 ist. Die von O verschiedenen fi sind also gerade die homogenen

Komponenten von f. Wegen fi = pk,i.fk liegen sie in 1.
AEA

Sei jetzt umgekehrt I ein Ideal mit der Eigenschaft, da mit f € I auch alle homogenen

Komponenten von f in I liegen. Wir haben zu zeigen, I besitzt ein Erzeugendensystem
aus homogenen Polynomen. Sei

Bdien
irgendein Erzeugendensystem von I. Wir zerlegen die fk in ihre homogenen
Komponenten, sagen wir

f}\ = f)»,l + ...+ f}\’n)\.

Nach Voraussetzung liegen alle f)\ ; in I. Das von ihnen erzeugte Ideal ist deshalb in I

enthalten,
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"
J=3 -glA[TO’ ’Tn].fk,i CL

AEA
Nach Konstruktion liegen die f?» = f?»,l + ...+ f?»,nx Weil die f}\ das Ideal I
erzeugen, folgt

J=1L

Wir haben gezeigt, das Ideal I wird von den homogenen Polynomen fh ; erzeugt.
Zu (iv). Ist I ein homogenes Ideal von k[TO, e Tn]’ so mussen die Elemente von 1

trotzdem nicht alle homogen sein: die Linearkombinationen homogener Polynome mit
inhomogenen Koeffizienten sind im allgemeinen nicht homogen. Trotzdem ist die
Menge

V*#(I) ={ [x] EP" I f(x) =0 fur jedes fET }
korrekt definiert: sind in einem Punkt x € kn+1-{0} alle f € I gleich Null, so sind auch
die homogenen Erzeuger von I in diesem Punkt gleich 0. Letztere sind dann aber auch
in cex mit c€k* gleich 0 und damit alle Linearkombinationen dieser Erzeuger, also alle f

eL
QED.

1.7.4 Die abgeschlossenen Teilmengen des P™

Die abgeschlossenen Mengen des P" sind gerade die Mengen der Gestalt

V(D)
mit einem homogenen Ideal I C k[TO, s Tn], oder auch gerade die Mengen der
Gestalt
V*(fk | AEA)
mit einer Familie {fk}k A von homogenen Elementen von k[TO, s Tn].

Beweis. Die Familie der Mengen der Gestalt V*(I) und die der Gestalt V*(fk | AEA)
simmen uberein, denn es gilt
V*(I) = V*(f}\ | ANEA),

wenn I das von den f}\ erzeugte Ideal ist. Umgekehrt kann man fur jedes homogene

Ideal I eine passende Familie von homogenen f7¥ finden: man nehme homogene

Erzeuger von L.
Zeigen wir, die angegebenen Mengen sind gerade die abgeschlossenen Mengen des P™.
1. Schritt. die Mengen V*(I) = V*(f)\ | MEA) sind abgeschlossen in P

Wir haben zu zeigen, die Durchschnitte mit den Mengen Ui ={x P X, # 0 } sind

abgeschlossen in der affinen Varietat Ui furi=0, ..., n. Wenn wir Ui mit dem Al

identifizieren, so besteht

ES
VE(E, 1AEMNU,
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n .
gerade aus den Punkten (XO’"”Xi-l’Xi+1”"’ xn)EA mit

f , xn) = 0 fur jedes AEA.

)\( XO""’Xi—l’Xi+l""
Mit anderen Worten,

k —
\Y (fk I 7\.€A)rWUi = V(f)\( g Xy X , xn) | AEA).

i+17"
Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge des A",
2. Schritt. Jede offene Hauptmenge von Ui (i=0,...,n) hat die Gestalt
P" - V(f)
mit einem Homogenen Polynom f € k[TO, s Tn]'

Wie in Bemerkung 1.7.1 (ii) identifizieren wir Ui mit dem A" vermittels der Abbildung

) X1 M *n
. n — - —_
q>i. Ui — A", [xO,...,xn] (RN (Xi Y e x , X - Xi).

Eine offene Hauptmenge des A" wird dadurch zu einer Teilmenge von Ui der Gestalt

X X

oo i M n
{[ XO,...,Xn] e Ui | f(g, e X—i, Xi ) ees g) #Z 0} (1)
wobei f ein Polynom mit Koeffizienten aus k ist. Das Produkt
T T. T

0 i-1 i+l n, .
0’ T o T T T—) mltr:deg(f)+1
1 1 1 1

ist ein homogenes Polynom und ein Vielfaches von Ti' Deshalb ist

F(T,. ... T )= (Ti)r-f(

{[x] EPM | F(x) # 0} = P" - V¥(F)
eine wohldefinierte Menge, welche ganz in Ui liegt (wegen TiIF). Nach Konstruktion

stimmt sie mit der vorgegebenen offenen Hauptmenge (1) tiberein.

3. Schritt. Jede abgeschlossene Teilmenge des P™ hat die Gestalt V*(f)\ | AEA).

Es reicht zu zeigen, jede offene Teilmenge des P™ hat die Gestalt

n * — n *
P"-V (f)\’|7\EA)—LJ)\'EA]P> -V (fk) 2)

Nach Definition ist jedes offene Menge U von P Vereinigung der Mengen
UﬂUi
wobei U(\Ui offen in der affinen Varietat Ui ist. Fur jedes 1 ist U(]Ui Vereinigung
von offenen Hauptmengen von Ui' Damit hat jede offene Menge U des P" die Gestalt
U= Uj el Dj
wobei fur jedes j€J die Menge Dj eine offene Hauptmenge in einer der affinen

Varietiten Ui ist. Wegen (2) reicht es zu zeigen, jedes D. hat die Gestalt P™ - V*(F) mit

einem homogenen Polynom F. Das ist aber nach dem zweiten Schritt der Fall.
QED.
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1.7.5 Aufgaben

Aufgabe 1

Seife S =k[T , Tn] ein von 0 verschiedenes homogenes Polynom. Bezeichne

0
k
Sg = {f%e k(TO, s Tn) | g € S homogen mit deg g = nedeg f }

die k-Algebra der rationalen Funktionen aus S_. welche homogen vom Grad O sind.

f
Man zeige,

D*(f) := P - V¥(f)
ist eine affine offene Teilmenge des P™ mit dem affinen Koordinatenring

0 pn(D*() = Sy.

Beweis. Die Menge D*(f) ist offen, weil V*(f) abgeschlossen ist. Seien

d :=deg(f)
der Grad des homogenen Polynoms f,
n+l

E = {(10,...,1n) €EZ,y | igteti = d}

die Menge der (n+1)-Tupel i nicht-negativer ganzer Zahlen, deren Koordinaten-Summe

il :=1 +..+1
0 n

gleich d ist. Es sind gerade die Exponenten i der Potenzprodukte TlindenT = TO’ v s

Tn vom Grad d. Weiter sei

{Xi}iEE
eine Familie von Unbestimmten und

N=#E-1
die Anzahl dieser Unbestimmten minus 1-
1. Schritt. Die Abbildung

.h N i
0P — P, [X] b [(x )iEE]

ist eine wohldefinierte regulare Abbildung, deren Bild in der

abgeschlossenen Menge
VD)

liegt. Dabei sei I das Ideal des Polynomrings k[Xi | i € E], welches von den
homogenen Polynomen der Gestalt

Xi-Xj - Xu.XV mit i,j,u,v € E und i+j = u+v (D)
erzeugt wird. Die Abbildung heiflt auch Veronese-Einbettung (vgl. Griffiths

& Harris [1], Kapitel 1, Abschnitt 4, Geradenbiindel und Abbildungen in
den projektiven Raum, S. 178).

Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert.
Fir x € kKM jst (xl)i cE ein (N+1)-Tupel von Potenzprodukten d-ten Grades in den

Koordinaten von x. Ist die i-te Koordinate X, von x ungleich Null, so gilt dies auch fur

die d-te Potenz x(O’---’Oad»O,---,O)

= (xi)d dieser Koordinate. Es besteht also die
Implikation

x€K {0} b o, _p N {03
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Multipliziert man alle Koordinaten von x mit c€k*, so multiplizieren sich alle

d

Koordinaten von (xi) mit c”. Die Aquivalenzklasse [(Xi)i EE] hangt also nur von der

iEE
Aquivalenzklasse [x] ab, d.h. die Abbildung ist ¢ ist wohldefiniert.
Das Bild von ¢ liegt in V*(I).
Nach Definition von ¢ hat die i-te projektive Koordinate des Bildes ¢([x]) den Wert

X, (9(x)) = x! fur jedes i € E.

Deshalb gilt fur [x] € P™ und i,j,u,v € E mit i+j = u+v:
(Xi-xj - X X )@([xD) = xlex) - xUxY = x" - xU*V = 0.
Das Bild von ¢ liegt also tatséchlich in der Nullstellenmenge des von den Polynomen

(1) erzeugten Ideals.

Die Abbildung ¢ ist ein Morphismus von geometrischen Raumen.
Auf der Menge

U ={x€ PR T.(x) # 0}
der Punkte mit einer von Null verschiedenen i-ten projektiven Koordinate konnen wir
die Abbildungsvorschrift fur ¢ in der folgenden Gestalt schreiben. Fur [x] € Ui gilt -

wenn xi die i-te Koordinate von x bezeichnet -

o([x]) = [(Xi)iEE] (nach Definition von ¢)
= [(Xi/(xi)d)i cpl  (wegenx, #0)

Nun ist xi/(xi)d der Wert an der Stelle x der Funktion

T oo Yo Tl Ta o7
—3 -7 Ek[T—,..., T T T—] =: k[T]
(Ti) i i i i i i

Die Koordinatenfunktionen der Abbildung ¢ auf der affinen offenen Menge Ui liegen

demnach in k[%] und sind damit regular. Dann ist aber die Abbildung cp|U ein
i i

Morphismus. Da dies fur jedes i gilt, ist ¢ ein Mophismus.

2. Schritt. Mit den Bezeichnungen des ersten Schritts gilt

1. Im(¢) = V*(D).
2. ¢ist als Abbildung P" —s V*(I) bijektiv.
3. (1)'1: V*#(I) —» P" ist ein Morphismus geometrischer Raume.
Sei [y] € V¥*(I),d.h. y = (yi i€ E)und
yi-yj =Y.V fur beliebige 1,j,u,v € E mit i+j = u+v.
Es gibt ein i € E mit nur einer von 0 verschiednen Koordinate und Y, #= 0.

Nach Definition von E ist die einzige von O verschiedne Koordinate dieses 1 € E gleich

d. Nach Definition des projektiven Raums gibt es ein i € E mit Y, # (0. Wir schreiben
1= (10,...,1n).
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Falls eine Koordinate von i gleich d ist, so ist dieses i bereits das gesuchte.
Falls nicht, so reicht es zu zeigen, dal wir eines der iv mit iV > (0 solange vergrofern

konnen bis es gleich d ist. Wir werden zeigen, daf} sich jedes solche iV so vergroflern
laBt:
Fur jedes v € {0,...,n} mit
0<i <d
v
gibteseini’ EEmity., Z Oundi’ =i +1.
i v v

Wegen iV < d gibt es eine Koordinate, sagen wir die u-te, mit iM > 0. Wegen 0 < iv

kann iM nicht gleich d sein. Es gilt dann also

0<1 <d.
u
Wir setzen
1 +1 falls a=v
v
G > > .—Ji -1 falls a=
=0 ool n) und i o u u
i sonst
o
Dann gilt
i+i=1+ Qi-i’)undi’, 2i-i’ €E,
also

ViV T Y Yoig
Weil die linke Seite ungleich O ist, ist es auch die rechte. Insbesondere ist Yy von Null
verschieden.
Die Koordinaten eines Punktes y = (yi i€ E) mit [y] € V*(I) sind bereits durch n+1

dieser Koordinaten festgelegt. Genauer: fur i = (io,...,in) € E gilt

i

b \ Vv . .
B v iy -d+1 iy 5
Y=y, 11 v, )~ (y) "0 I1 (ybv) (2)
V#VO V#VO
wenn y{:1 # 0 ist und a € E die Vo—te Koordinate d hat. Dabei habe bVEE die VO—te
Koordinate d-1 und die v-te Koordinate 1. Die Koordinaten y, yony sind somit durch
Vi ey , Y.,y N ¥
bO bvo—l a b\/0+1 bn

eindeutig festgelegt. Es ist

¢([yb ""’yb > ya’ be

0 Vo-l 0

wohldefiniert und gleich [y], d.h. jeder Punkt [y] € V*(I) liegt im Bild von ¢.

ceyy D 3)
+1 n

Wir schreiben unter Verwendung der Standard-Einheitsvektoren
a= d-eV €E
0
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und

b\/ = (d-l)-ev0 + e,V # Vo

Betrachten ein der definierenden Gleichungen der Menge V*(I):
¥, = yi-ybv miti’+a=1+ bv

Weil sich a und bv nur in zwei Koordinaten unterscheiden - der VO—ten und der v-ten -

gilt dasselbe fur i’ und i. Die v -te Koordinate von a ist um 1 groBer als die von bv’

0
Deshalb muf} die VO—te Koordinate von i’ zum Ausgleich um 1 kleiner sein als die von i:

Die v-te Koordinate von a ist um 1 kleiner als die von bv . Deshalb muf3 die v-te
Koordinate von i’ zum Ausgleich um 1 grofer sein:

0

17 =1 +1.
Y,

Wegen Yy # (0 konnen wir durch Yy und die obige Identitit in der Gestalt

schreiben. Die obigen Relationen zwischen den Koordinaten i’ und i in dieser Identitat
besagen gerad, daf} bei der Multiplikation von Y mit dem Quotienten

ein Yy ensteht, dessen Index 1’ eine um 1 vergroferte v-te Koordinaten und eine um 1

verkleinerte VO—te Koordinate besitzt.

Zu vorgegebenen i = (iO,...,in) € E konnen wir ausgehend von Y durch Multiplikation

b
mit der 1V—P0tenz von v ein y., gewinnen, dessen Index 1’ die v-te Koordinate 1,
a

b
bekommt. Indem wir nacheinander mit 1V—ten Potenz von — fur die verschiedenen v

a
Multiplizieren, erhalten wir in Yy dessen Index 1’ in allen Koordinaten mit dem

vorgegebenen i Ubereinstimmt - mit eventuell Ausnahme der VO—ten Koordinate. Da die

Summe der Koordinaten fur alle Elemente von E gleich d ist stimmen dann aber auch

die VO—Koordinaten uberein, d.h. wir erhalten Y als das Produkt

Yy \lv
Y
yi_yao 1_[ \y_
V#VO a
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Wegen Yy # 0 ist (|)([(yb SN Yo Yp s Yy )]) ein wohldefinierter
v n

0 VO—l O+1

Punkt von V*(I). Mit bv := a erhalten wir
0

n by . .
[Ty )7 G JEE

¢([yb Yy > Yy Y s e ,yn]) =
v v=0 %

1 vo—l O+1

! N iy .
=37 [T (yb ) |(10,...,1n)EE
vy v=0 V

_ [y -d+] Il Iy . )

= (ya) 0 o T1 (yb )V (10,...,1n)EE
v#Ey, Y

| 0

= [(y, li €B)] (nach (2))

=Lyl
Damit gilt (3), und die Surjektivitit von ¢ ist bewiesen.
Zusatzlich haben wir eine Abbildung

W VIO MDY — BT b [0 oy ¥y )l @)

0 vo—l V0+1

konstruiert mit ¢°1pa = Id fur jedes a € E mit nur einer von 0 verschieldenen

Koordinate. Fur [x] € Ui miti=v, gilt aber auch ¢([x]) € D(Xa) mit a = d-ei und

0
wa(q)([x]) = 1])21([()(i li€E)]) (Definition von ¢)
b; b;
= [(xbo,...,x l_l,xa, X 1+1,...,an)] (Definition von wa)
— d-1
= [(Xi) (XO""’Xi—l’Xi’ Xi+1""’Xn)]
= [x]
d.h.
q)IUV : UV0—> VD) D(Xa) und P, VD) D(Xa) — UV0
0

sind zu einander inverse Bijektionen.
Ist a’ € E ein weiteres Tupel mit nur einer von 0 verschiedenen Koordinate,so miissen

die Abbildungen v, und P, auf V*(I)ﬂD(Xa)ﬂD(Xa,) Uibereinstimmen, denn sie
sind dort invers zu ein und derselben Abbildung.
Ganz am Anfang dieses Schritts haben wir gezeigt, dafl die Mengen
D(Xa) mit a € E und nur eine Koordinate von a ist ungleich 0
das Bild Im(¢) = V*(I) uberdecken. Deshalb setzen die Abbildungen lpa Zu einer

Abbildung
P: VE(I) —s P
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die invers ist zu ¢. Insbesondere ist ¢: P! —s V*(I) bijektiv. Wir haben noch zu
zeigen, dall ¢ ein Morphismus ist. Dazu reicht es zu zeigen dal} die Abbildunge lpa

Morphismen sind.
Weil der Definitionsbereich von wa in D(Xa) liegt, konnen wir die

Abbildungsvorschrift (4) von lpa auch in der Gestalt

Yoy “Pvg-1 Tbvgrl Vb,
1pa([y])=[y e Ty 1, Yy ]EUV
a a a a 0
schreiben. Identifizieren wir die Menge UV mit dem entsprechenenden affinen Raum,

0
so bekommt die Abbildungsvorschrift die Gestalt

Yoy  YPva-1 TPvatrl Vb
0 0 0 n
wa([y])=(y s Ty ., —) E A

a a ya ya

b

Die Koordinaten-Funktionen von wa sind also Einschrankungen von Funktionen der
Gestalt

Xp. X,
X—Je kg~ 1i EEl,
a a

d.h. Einschrankungen regulédrer Funktionen. Sie sind damit selbst regular und die durch
sie definierte Abbildung wa ist ein Morphismus. Dann ist aber auch die Umkehrung 1

von ¢ ein Morphismus.

3. Schritt. D*(f) ist eine affine offene Teilmenge des P
Wir beginnen mit dem Fall, daf der Grad des homogenen Polynoms f gleich

deg(f) =1
ist. Dann definiert f im k"*! eine Hyperebene, welche den Ursprung enthilt. Die

Koeffizienten von f bilden einen Vektor n € kn+1 - {0}, und es gilt
f(x) =<n, x >,

wenn < , > das Standard-Skalarprodukt des k"*1 bezeichnet. Durch eine umkehrbare
lineare Transformation

A K+l s K+l
konnen wir n in einen Standard-Einheitsvektor tiberfithren’!, sagen wir
An = 7wei mit AEK*.
Nach Aufgabe 1 von 1.7.2 induziert diese Transformation einen Automorphismus des

P, Das homogene Polynom f bekommt dabei die Gestalt
f(x)=<ei,x>,

d.h. f(x) ist die i-te Koordinate von x, d.h. f(TO,...,Tn) = Ti' Es reicht zu zeigen, daf}
D*(f) =D*(T) = { [x] € P T.(x) # 0}

n+1

! Man erginze den von Null verschiednen Vektor n zu einer Basis des k und uberfuhre diese Basis

in eine, die aus Standard-Einheitsvektoren besteht.
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eine affine offene Teilmenge des P, Das ist aber der Fall, denn die ist gerade die
Menge Ui der Bemerkungen von 1.7.1:

D*(f) = Ui'
Behandeln wir den allgemeinen Fall,
— ol
fmh =3 a, T
i€EE
Nach dem zweiten Schritt ist die Abbildung ‘
oP" — VED) (CPN), [x] > [ TIEE)]
ein Isomorphismus geometrischer Raume. Betrachten wir das homogene Polynom
Ly)= Y ai-Xi
i€EE
vom Grad 1 (als Funktion auf dem affinen Raum
abgeschlossene Teilmenge

kN+1). Und die zugehorige
v+L) C PN,
Fir einen Punkte [x] € P! gilt dann

o(xD € V*L) & L(9([x]) =0 |
s L(y)=0fury=(x'1i EE)

° l:
& ) a.+x 0
IEE

o f(x)=0

< [x] € VH(D)
also

V() = V(L) () Im(¢).

Weil ¢ als Abbildung P! —s V*(I) bijektiv ist, konne wir zu den Komplementen
ubergehen und erhalten

O - V¥(f) =Im(¢) - V¥(L) () Im(9) = Im(¢) () (P" - V*(L))
also

H(D*(D)) = V*(I) () D*(L).
Weil ¢: P" —s V*(I) ein Isomorphismus von geometrischen Raumen ist, ist die
Aussagen des dritten Schritts Aquivalent zur Aussage, daB V*(I) () D*(L) eine affine
offene Teilmenge der projektiven Varietit V*(I) ( C IP’N) ist. Auf Grund der
Behandlung des Spezialfalls deg(f) = 1 wissen wir, dal D*(L) eine affine offene
Teilmenge des IP’N ist, also eine affine Varietat (die isomorph ist zum AN). Als
abgeschlossene Teilmeng von D*(L) ist aber V*(I) () D*(L) ebenfalls eine affine
Varietat. Insgesamt also eine affine offene Teilmenge von V*(I).

k
4. Schritt. OPH(D*(f)) =S¢
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Sei g: D*(f) — k eine regulédre Funktion und x € D*(f) ein Punkt. Dann gibt es ein i
mit
XEUi:={[x]EIP>n|Xi # 0}

und in einer offenen Umgebung W C U(\Ui von x gibt es Polynome

TO Tn
u,ve k[Ui] = k[T— s e s T_]
i i
T T
in den Quotienten T_l s e s T—imlt
v(x’) # 0 und g([x’]) = 3E§§ fur jedes [x'] € W.

Indem wir den Quotienten u/v mit einer hinreichend hohen Potenz von Ti erweitern

erreichen wir, da3 u und v homogene Polynome gleichen Grades in T "’Tn werden

0
(mit Koeffizienten aus k),

u,ve k[TO,...,Tn] , u, v homogen vom selben Grad.

AuBerdem konnen wir im Quotienten gemeinsame Teiler kiirzen und so erreichen, daf3
u und v teilerfremd

sind. Sind u’, v’ € k[TO,..
gleichen Grades und W’ eine weitere offene Umgebung eines weiteren Punktes y von
D*(f), die in U () Uj liegt, mit

.,Tn] zwel weitere homogene und teilerfremde Polynome

v(x’) # 0und g([x’]) = %ﬁlr jedes [X’] € W’.
so gilt
u(x’)  u’(x’)
v(x’) " V(X))
Weil der P! irreduzibel ist, ist der Durchschnitt der beiden nicht-leeren Mengen W und
W’ nicht leer. Es folgt

fur jedes [x’] € WW".

V(X)eux’) = v(x')euw'(x') ey
fur jeden Punkt x” aus dem Urbild von W( )W’ bei der natiirlichen Abbildung
o ko0 5 Pk s [x)
Man beachte die Abbildung it ist stetig, denn das Urbild der abgeschlossenen Menge
V*(1), I ein homogenes Ideal, ist die abgeschlossene Menge V(I) - {0} von kn+1-{0}.
Damit gilt (1) in den Punkten einer nicht-leeren offenen Teilmenge des An‘”. Weil
A eine irreduzible Varietit ist, liegt jede nicht-leere offene Menge dicht im A+

und die Identitat gilt in allen Punkten des AIH'I (vgl. 1.6.11 (i1)), d.h.es besteht eine
Gleichheit der Polynome

v’eu = veu’ in k[TO,...,Tn].
Weil u und v bzw .u” und v’ teilerfremd sind, gilt u [ u” und v | v’, sagen wir
u =uea, v =vef,
also uevef} = uevea, also o = §. Damit o = f3 ist ein gemeinsamer Teiler von u” und v’.

Da aber u’ und v’ teilerfremd sind, ist oo = 3 eine Einheit des Polynomrings, d.h. eine
von 0 verschiedene Konstante. Insbesonder haben v und v’ dieselben Nullstellen. Da x
und y beliebig gewihlte Punkte von D*(f) sind, muf} gelten
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v(ix’) # 0
fur jeden Punkt x” € An+1—{0} mit 7(x’) € D*(f), d.h. mit x> € D(f). Es besteht die
Implikation
v(x’)=0 = f(x’) =0,

O,...,Tn] C A [VK[T

mit L € v-k[TO,...,Tn], sagen wir

d.h. V(v) € V(), also 4 [fk[T ...,Tn]. Es gibt eine natiirliche Zahl r

0’

fl = vew.
Man beachte, das Homogene Polynom w ist in den Punkten von D*(f) ungleich 0, weil
f dort ungleich O ist. In k(TO,...,Tn) gilt

und unsere vorgegeben regulare Funktion g: D*(f) — k hat die Gestalt
g([x’]) = wfurjedes [x’] € D*(f).

. *
Weil Zahler und Nenner homogen vom selben Grad sind, folgt g = % € S¢. Wir
f

haben gezeigt
%
0 n(D*() S Sy

&
Wir haben noch die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Ein Element von S¢ hat die

Gestalt

%mit f, g homogen und deg g = hedeg f (= hed).
f

Wir haben zu zeigen, dies ist eine auf D*(f) wohldefinierte regulare Funktion. Sie ist
wohldefiniert, weil Zahler und Nenner homogen sind und vom selben Grad. Wir haben

noch zu zeigen, die Funktion ist regular in jedem Punkt [x] € D*(f). Wir wahlen ein i

mit [x] € Ui . Dann hat die Funktion in einer Umgebung von [x] die Gestalt

hed
g N

fh ’fh/x?.d

dabei sind g/x?.d und fh/xlil.d auf Ui reguldre Funktionen, wobei die Nenner-Funktion
fhyxfd
in den Punkten von D*(f) ungleich Null ist. Der Quotient ist deshalb regular auf D*(f).

Wir haben gezeigt, %ist eine auf D*(f) regulare Funktion. Zusammen ergibt sich
f

O n(D¥(E) = S.
QED.
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Aufgabe 2

SeilC_ S := k[TO, s Tn] ein homogenes Ideal. Man beweise die folgenden
Aussagen.

(1)  V*() ist genau dann die leere Menge,

V¥ =03,
wenn es eine natiirliche Zahl N gibt mit TiN elfuri=1,.., n.

(i)  V*() ist genau dann irreduzibel, wenn \ﬁ ein Primideal von S ist.
Beweis.Zu(i). Sei I ein homogenes Ideal mit V*(I) = &. Dann muf3
V(@) = {0} (1)

gelten (in kn+1), denn der Ursprung liegt in V(I), weil I von homogenen Polynomen
erzeugt wird, d.h. von Polynomen mit einer Nullstelle im Ursprung. Umgekehrt kann

kein weiterer Punkt in V(I) liegen, denn fur jeden Punkt x € V(I)-{0} wire [x] ein
Punkt von V*(I). Wegen (1) ist Ti in “jedem” Punkt von V(I) gleich Null. Nach dem

Hilbertschen Nullstellensatz liegt eine Potenz von Ti in I. Da die Anzahl der Ti endlich

ist, kann man einen gemeinsame Exponenten N fur alle 1 finden, welchen T; * in I liegt.

Sei umgekehrt TiN € I fur jedes i. Dann gilt
N N
VED =VHT) MN..N VH(T,)

— k %
=V (TO) N..MV (TN)
=0.
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil jeder Punkt des P mindestens eine projektive
Koordinate besitzt, die ungleich O ist.
Zu (ii). 1. Schritt. Ist A/T ein Primideal, so ist V*(I) irreduzibel.
Wir betrachten die Abbildung

wAML o — P x p [x]

Es gilt

L (VD) = V()-{0}
Angenommen V*(]) ist reduzibel, sagen wir

VD) = VHT) U V¥I”)
mit echten Teilmengen V*(I”) und V*(I”’) von V*(I), so ist
o (vr) = vy Ul (veany
also
V(D-{0} = (VI")-{0}) U (V(I")-{0})

also

v =Vv@) U va)
(I’, I’ und I sind homogene Ideale, d.h. der Ursprung ist gemeinsame Nullstelle).
Weil & surjektiv ist, gilt n(n'l(S)) = S fur jede Teilmenge S C P". Deshalb sind V(I")
und V(I”) echte Teilmengen von V(I). Wir haben gezeigt mit V*(I) ist auch V(I)
reduzibel. Dann ist aber 4/T kein Primideal - im Widerspruch zur Voraussetzung.
2. Schritt. 4/T ist ein homogenes Ideal.

SeifEAlundseif=f +..+ fr die Zerlegung in homogene Polynome mit

1
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deg f <...<deg fr'

1
Es gibt dann eine natiirliche Zahl n mit f! € I und (f | )M ist die homogene Komponente

kleinsten Grades von 7, d.h. es gilt (fl)n €1, also f 1 € ‘\ﬁ und

f-f1=f2+...+fr€\ﬁ.

Wir wiederholen diese Argumentation und sehen nacheinander, daf§ alle homogenen
Komponenten von f in VI liegen.
3. Schritt. Ist V*(I) irreduzibel, so ist 4/I ein Primideal.

Auf Grund des zweiten Schritts konnen wir 1 durch \ﬁ ersetzen, also annehmen, daf} 1
ein radikales homogenes Ideal ist,
=41

Angenommen, I ist kein Primideal. Dann gibt es Polynome f, g € k[TO, s Tn] mit

fog€l,fE&€1, gL 2)
Ist f inhomogen und f* die homogene Komponente kleinsten Grades von f so konnen
wir - falls f* in I liegt - f durch f-f* ersetzen. Dies konnen wir solange wiederholen,
solange f inhomogen ist und die homogene Komponente kleinsten Grades von f in |
liegt. Nach endlich vielen Schritten erreichen wir

f ist homogen oder f” liegt nicht 1.

Ist f homogen, so gilt f = f* und in beiden Fillen liegt f* nicht in I. Wir konnen also
annehmen,

&1
Dieselbe Argumentation mit g anstelle von f konnen wir g so abandern, daf} die
Komponente g’ kleinsten Grades von g nicht in I liegt,

g &1
Nun ist f’g” die homogene Komponente kleinsten Grades von feg, sodall wegen feg€l

auch f’eg’ in I liegt. Wir haben damit homogene Polynome f’, g’ gefunden, die
ebenfalls den Bedingungen von (2) genuigen. Wir konnen also annehmen,

f und g sind homogene Polynome.
Dann sind

I':=1+f. k[TO, s Tn] und I’ :=1+ ge k[TO, s Tn]
homogene Ideale deren Nullstellenmengen echt in V(I) enthalten sind
V@) C V(@ und VI) C V(D).
Auflerdem gilt
V@)U va) =ve-r)

= V(Iog + f-L + foge KTy, ..., T 1)

2 V(D)
(letzteres wegen feg € 1), also

vy U var) = v,
also
(VI)-{0}) U (va”)-{0}) = V(D) - {0}.

Weil I, I’, I” homogene Ideale sind, konnen wir diese Identitat mit Hilfe der Surjektion
nt vom Anfang des ersten Schritts in der Gestalt

o lvx) U olvea) = o lveq.



151

Weil V(I’) und V(I”) echt enthalten sind in V(I) sind auch V*(I’) und V*(I”) echt

enthalten in V*(I). AuBerdem erhalten wir aus dieser Identitiat durch Anwenden von &t
V#T) U VH(I”) = V(D).

Wir haben gezeigt, V*(I) ist Vereinigung von zwei echten abgeschlossenen

Teilmengen, d.h. V*(I) ist reduzibel. Das steht aber im Widerspruch zur Vorausetzung.
Deshalb muf3
=41

ein Primideal sein.
QED.

Aufgabe 3

Sie F C k ein Teilkorper von k. Die F-geschossenen Mengen des P fur die F-Struktur

von 1.7.2, Aufgabe 3, sind die Mengen der Gestalt V*(I) mit einem homogenen Ideal
von S = k[TO, s Tn]’ welches von Polynomen mit Koeffizienten aus F erzeugt

wird.
Beweis. Die genaue Behandlung dieser Aufgabe wird verschoben. Wir beschrinken

uns hier auf einen Hinweis. Die Konstruktion des projektiven Raums P" in 1.7.1 kann
man auch iiber dem Korper F durchfuhren. Wie bei der Behandlung von F-Strukturen
im Fall von affinen Varietiten mufl man dabei die Punkte, die im algebraisch
abgeschlossenen Fall Tupel mit Koordinaten aus k sind, durch Primideale ersetzen. Als
Menge definiert man deshalb

Menge aller homogenen Primideale von

F[TO,...,Tn],

die nicht jedes Ti enthalten

PY(F) :=

Die Forderung, daf3 nicht alle Ti in den betrachteten Idealen liegen durfen, entspricht der
Forderung, daB nicht alle projektiven Koordinaten eines Punktes im P gleich Null
sind.

Man beachte, fur a = (ao, e an) € Fn+1 besteht Menge der Nullstellen des
homogenen Ideals

p, = (aiTj - ajTi li,j € {0,....n} und i7#=] }

gerade aus den Punkten der Geraden im kK1 durch a und den Ursprung. Die Ideale
der Gestalt pa sind Primideale von F[TO,..., Tn]’ und sie sind maximal unter den
homogenen Primidealen dieses Rings, welche keines der Ti enhalten. Der Grund dafir,

dal man Mengen von Primidealen betrachten mufl besteht darin, dal weitere
homogenen Primideale geben kann, die nicht diese Gestalt haben, die aber uber dem
algebraischen Abschluf} diese Gestalt bekommen.”> Ohne diese zusitzlichen Primideale

wiirden im P™F) Punkte fehlen, und man konnte mit dieser Konstruktion wenig
anfangen.

Wie im Fall des P™ betrachtet man die Mengen
U.:=D(T):={p€E PYF) | T. &p}

welche offensichtlich den P(F) iiberdecken,

n+l

2 Bs geht um die Primideale to Tupelna €k ' -{0}, deren Koordinaten nicht alle in F liegen.
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n —
P (F)_UOU"'UUH'
Analog zum Fall des P zeigt man, daB man Ui mit dem affinen Rdumen

TO Tn
Spec F[T’ s T]
i i

uber F identifizieren kann und benutzt die Garben holomorpher Funktionen auf den Ui

zur Definition des Begriffs der holomorphen Funktion auf dem P™(F). Aus der

weitgehenden Analogogie in der Konstruktion von P" und P™(F) kann man dann
schlieflen, daf3

P? = Pn(F)XFSpeC(k)

gilt. Die F-abgeschlossenen Mengen des P sind dann gerade die Mengen, welche von

den abgeschlossenen Mengen des P™(F) kommen, namlich die vollstandigen Urbilder
der abgeschlossenen Mengen bei der naturlichen Projektion

Pt = IP’H(F)XFSpec(k) —s PY(F).
Das sind die vollstandigen Urbilder von Mengen der Gestalt
VD) = { p EIPF) I1C p }

mit homogenen Idealen I C F[T,,,..., Tn]. Die obige Aufgabe besteht dann darin, zu

0
zeigen, daf} diese Urbilder die Gestalt
V*(I-k[TO,..., Tn])

besitzen (was einfach ist).
QED.

Aufgabe 4
(i)  Sei ¢ die Abbildung von Mengen

¢:PMxpD ]P)(m+1)-(n+1)—1’ ([XO,...,xm], [yo,...,ym]) > [""Xiyj’ ]

Man zeige, das Bild von ¢ ist eine abgeschlossene Teilvarietit V™ im

p(m+De(+D)-1 g ¢ definiert einen Isomorphismus P™xP! 1 v yon

Varietaten. Die Abbildung heifit auch Segre-Einbettung (vgl. Hartshorne [1],
Kapitel I, Aufgabe 2.14).
(i) Das Produkt von projektiven F-Varietaten ist isomorph zu einer projektiven F-
Varietit.
Beweis. Zu (i). Wir setzen
N :=(m+1)(n+1) -1

und bezeichnen die Unbestimmten der projektiven Koordinantenringe fur P™ und P"
mit Si bzw. T. , d.h. wir schreiben

m+1, _
k[A 1 =K[S .,Sm] und

0
n+14 _
k[A 1= k[TO,...,Tn]

— — m
Ui = D(Si) ={[ ,Xm] eP | X, #= 0}

XO,...
V.:=D(T.) = Ly JEPY Iy, # 0
i ( J) {[yo yn] yJ ¥

Dann sind die Ui und Vj affine Varietaten mit den Koordinaten-Ringen
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SO Sm
k[Ui] = k[S— s g | bzw
1 1
T T
0
KV =Kl oo 7]
J J

Sei

{Xij}i=(),...,m,j=0,...,rn
eine Familite von Unbestimmten.
1. Schritt. Die Abbildung

pMypn . p(m+De(n+1)-1 .
¢: P <P —P ,([XO,...,xm],[yO,...,ym]) »  [xy. | i=0,...,m,

"]
j=0,...,n]
ist eine wohldefinierte regulire Abbildung, deren Bild in der
abgeschlossenen Menge
V(D)
liegt. Dabei sei I das Ideal des Polynomrings
k[Xij | i=0,...,m und j=0,...,n],

welches von den homogenen Polynomen der Gestalt
X..oX -X. X . miti,u=0,....m und j,v=0,...,n (D
ij uv v uj
erzeugt wird.
Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert.
Fir x € kM und y € k0 gt (; 11=0,..m, j=0,...n) eine (N+1)-Tupel von

homogenen Polynomen in den Koordinaten von x und homogen in den Koordinaten
von y sind. Ist die i-te Koordinate X, von X und die j-te Koordinate y. von y ungleich 0,

so ist die Koordinate Xiyj zum Index-Paar (i,j) dieses (N+1)-Tupels ebenfalls ungleich

0. Das Tupel definiert also einen Punkt

[y 1=0,...m, j=0,...m)] € pN.
Dieser Punkt dndert sich nicht, wenn man alle Koordinaten von x oder alle Koordinaten
von y mit einem Element ¢ € k* multipliziert. Der Punkt hangt also nur von den
Aquivalenzklasse [x] € P™ und [y]EIP’n ab. Die Abbildung ¢ ist also tatsichlich
korrekt definiert.
Das Bild von ¢ liegt in V*(I).

Nach Definition von ¢ hat die projektive Koordinate von ¢(([x],[y])) zum Index-Paar
(i,j) den Wert

Xij(q)((x,y))) = xi-yj fur jedes i und jedes j.

Deshalb gilt fur [x] € P™ und [y] e IP“ und i,u€{0,...,m} und j,v€{0,...,n}:

(XIJ'X _ X 'X )( q)(( ))) = Xl.yj.xu.yv - X. -yV-Xuoyj =0.

Das Bild von ¢ liegt also tatsachhch in der Nullstellenmenge des von den Polynomen
(1) erzeugten Ideals.

Die Abbildung ¢ ist ein Morphismus von geometrischen Raumen.
Auf der Menge

U V= {(IxL.lyD €P™ x P 15.(x) # 0 und T #= 0}
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konnen wir die Abbildungsvorschrift fur ¢ auch in der folgenden Gestalt schreiben.

y
O(([XLIy]) = [%y#yj |u=0....m, v=0....n] € D¥*(X;) C pN
i

Wenn wir D*(Xi.) mit dem affinen Raum AN identifizieren, so bekommt die

Abbildungsvorschrift die Gestalt

Xy
q)(([x],[y]):(X—M-y—VI u=0.,....i-1,i+1,....m, v=0,....j-1,j+1,...n] € AN
7]
Die Koordinatenfunktinen von ¢ sind also Funktionen der Gestalt
S T S S T T
M Vel m 0 _n.
S. T. [S. >t SO T, T
i i i j
S S T T
- 0 m 0 n
= k[T, e s T]®kk[T, ey T—]
1 1 ] ]
= k[Ui]®kk[Vj]
= k[Ui X Vj],

d.h. sie sind auf Ui X Vj reguldre Funktionen. Die Einschrankung von ¢ auf Ui X Vj ist
damit eine Morphismus geometrischer Rdume. Da die Ui X Vj das Produkt PMxpn

uberdecken, ist auch ¢ ein Morphismus.
2. Schritt. Mit den Bezeichnungen des ersten Schritts gilt

1. Im(¢p) = V*().
2. ¢ist als Abbildung P™x P —s V*(I) bijektiv.
3. ¢'1: V(1) — PMx P st ein Morphismus geometrischer Raume.
Sei ein Punkt von V*(I) gegeben, sagen wir
[xij | i=0,...,m, j=0,...,n ].

Dann genugen die Xij € k* den Gleichungen (1) und es gibt Indizes a und b mit

Xab #Z 0.

Auf Grund der Gleichungen (i) gilt

Xij =" Xib.xaj furi=0,...m und j =0,...,n. 2)

ab
Wegen Xab # 0 sind

m
[XOb""’me] € P und [x

wohldefinierte Punkte. Es gilt
q)(([xOb,...,xmb], [XaO""’Xan])) = [(Xib-xaj | i=0,...,m, j=0,...,n)]

n
aO""’Xan] ep

1 . .
= [Xab . (Xib.xaj | i=0,...,m, j=0,...,n)]
= [(xij | i=0,...,m, j=0,...,n)] (nach (2)).

Der vorgegebene Punkt von V*(I) liegt also im Bild von ¢. Wir haben gezeigt
V¥I) C Im(¢).
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Die umgekehrt Inklusion besteht auf Grund des ersten Schritts. Damit ist Aussage 1
bewiesen (d.h. Im(¢) ) Insbesondere ist ¢ als Abbildung P™x P 5 V(1)
surjektiv.

Auf Grund der obigen Konstruktion gibt es fur beliebige a € {0,....m} und b €
{0.,...,n} eine Abbildung

wab:V*(I)ﬂD(Xab)—>UaXVb, [(xijIi:O,...,m,j:O,...,n)] [N ([XOb,...,me],[xao,...,xan])
Mit
q)owab =Id.
Sei umgekehrt ein Punkt von UaXVb gegeben, sagen wir ([xo,...,xm],[yo,...,yn]).
Dann gilt
0 Do X LI gy D) = 0 LG5y, 10, =0, m)])
:([Xoyb,...,xmyb],[xayo,...,xayn])
= Iy (XX DLIX (¥ oy D
= (XX DL (YooY DD
Es gilt also auch ‘*’ab°¢'Uava =1d, d.h.

¢'Uava: U XV, — VEOODX ) und p_:VHODX )—U xV

sind zueinander inverse Bijektionen.

b

Fur a” € {0,..,m} und b’&{0,...,n} stimmen die beiden Abbildungen lpab und wa’b’ auf
den gemeinsamen Teilen ihrer Definitionsbereicht Uiberein, da sie dort beide invers zur

selben Abbildung sind. Die Mengen Uava ,a=0,..,m, b=0,..,n, uberdecken den Raum

PMxPM so daB die Abbildungen L gemeinsam eine Abbildung

p: V*(I) — ]P)mxpn mit (i)°’l\U =1Id und woq) =1d
definieren. Insbesondere ist die Abbildung ¢ bijektiv.

Wir haben noch zu zeigen, daB die Abbildung ) = ¢'1 ist ein Morphismus
geometrischer Rdume. Dazu reicht es zu zeigen, die Abbildung

v VEOODX | )—U XV,

ist fur beliebige a € {0,...,m} und beliebige b € {0, ... , n} ein Morphismus. Wenn wir die
Mengen Ua und Vb mit den affinen Raumen A™ bzw. AD identifizieren, so bekommt

die Abbildungsvorschrift von Yo die folgende Gestalt.

X X X X X X X X
. ) 0b a-1,b a+l,b mb,. , a0 a,b-1 ab+l1 a
P b([(xi,I1=0,...,m,]=0,...,n)])=((X T X - ), T x o x -
a J ab ab ab ab ab ab ab a
Die Koordinatenfunktionen von wab haben also die Gestalt

Xib X
Xab Xa

)
b

geeesy

j .. . _ %
N € k[Xab | i=0,...,m und j = 0,..., n] = k[D (Xab)]
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d.h. es sind Einschrankungen von regularen Funktionen auf D*(Xab) und damit
regulare Funktionen auf der abgeschlossenen Teilmenge V*(I)ﬂD*(Xab).

Insbesondere ist wab:V*(I)ﬁD(Xab)—>UaXVb
Zu (ii). Wir beschranken uns auf einen Hinweis. Man wiederholte den Beweis von (i)

fur die Raume P™(F) und P%(F) anstelle von P™ und P" (und mit homogenen
Primidealen anstelle von gewohnlichen Punkten). AnschlieBend gehe man zu

ein Morphismus geometrischer Raume.

abgeschlossenen Unterrdaumen von P™(F) und P(F) uber.
QED.

1.8 Dimension
1.8.1 Die Dimension einer irreduziblen Varietat

1.8.1.1 Die rationalen Funktionen auf einer irreduziblen affinen Varietit

Sei X eine irreduzible affine Varietat uber k. Dann ist fur jede nicht-leere offene
Teilmenge

UC X
die k-Algebra

Oy (U)
der regularen Funktionen auf U ein Integritatsbereich. Fur je zwei nicht-leere offene
ineinander liegende Teilmengen U und V,

vCvCceXx
ist die Restriktion
OX(V) — OX(U), f fIU,

injektiv und induziert einen Isomorphismus der Quotientenkorper.

Q(O5(V)) — QO (U)).
Auf diese Weise ist eine Garbe auf X definiert. Benutzt man die zu den Inklusionen
UuC X
gehorigen Isomorphismen
QO (X)) — QO (U)).

um die Ringe Q(OX(U)) mit
Q(O5,(X)) = Qk[X]) =: k(X)

zu identifizieren, so bekommt die Garbe die Gestalt

U b k(X).
Jeder offenen Menge wird derselbe Korper zugeordnet, und die Garben-Restriktionen
sind identische Abbildungen. Die Elemente von k(X) heiflen rationale Funktionen auf
X. Der Korper k(X) heiflit Korper der rationalen Funktionen von X oder auch rationaler

Funktionenkorper von X. Die gerade konstruierte Garbe heillit Garbe der rationalen
Funktionen auf X. Es ist eine sogenannte konstante Garbe.

Beweis. 1.Schritt. Die Garben-Restriktionen OX(V) — OX(U), f fIU, fur nicht-

leere offene Mengen U, V mit U C V C X sind injektiv.

Weil X irreduzibel ist, liegt jede nicht-leere offene Menge von X dicht in X.
Insbesondere liegt U dicht in X und damit auch in V.
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Ist fIU =0, so stimmt der Morphismus f: V — AL auf der dicht liegenden Teilmenge

U mit dem Null-Morphismus tiberein. Nach 1.6.11 (ii) ist f = 0, denn V ist als offene
Teil-Pravarietat der affinen Varietit X eine Varietat - nach 1.6.10 (3). Damit ist die

Injektivitat des k-Algebra-Homomorphismus f fIU bewiesen.

2. Schritt.  Fur jede nicht-leere offene Teilmenge U C X st OX(U) ein

Integritatsbereich.
1. Fall: U = X.
Die k-Algebra

OX(X) = k[X] = k[T]/I(X)

ist nullteilerfrei, weil I(X) ein Primideal ist (nach 1.2.5).
2. Fall: U = D({) ist eine offene Hauptmenge.
Es gilt
K[U] = K[X],,
(nach 1.4.6) und die Nullteilerfreiheit von k[U] folgt aus der von k[X]:

aus
ab O

g (£

0 = f9s(Ceah - i4.0) = f*+eaeb
in k[X] fur ein t€S. Weil U = D(f) nicht-leer sein soll, ist f € k[X] - {0} von Null

verschieden. Weil k[X] nullteilerfeie ist, folgt asb =0, also
a=0 oder b =0 in k[X].

in k[U] folgt

Dann ist aber <= 0 oder E =0.

fl !
3. Fall: U beliebig (aber nicht leer).
Weil die offenen Hauptmengen eine Topologie-Basis bilden, gibt es eine nicht-leere
offene Hauptmenge D(f), die in U enthalten ist. Nach den ersten Schritt ist die Garben-
Restriktion

05 (V) — O (D()
ein injektiver Homomorphismus von k-Algebren. Wir konnen also OX(U) als
Teilalgebra von OX(D(f)) ansehen. Letztere hat nach dem 2. Fall keine Nullteiler.
Deshalb muf} auch OX(U) nullteilerfrei sein.
3. Schritt. Fur je zwei nicht-leere offene Mengen U und V mit
uCvCXx
induziert die Garben-Restriktion
0, (V) — 0, (U)

einen Isomorphismus der QuotientenkoOrper.
Wir wissen es ist ein Homomorphismus von k-Algebren, der nach dem ersten Schritt
injektiv ist. Weil U nicht leer ist, gibt es eine nicht-leere offeen Hauptmenge D(f) von X
mit

@ # D(f)C U.

Wir haben damit injektive k-Algebra-Homomorphismen

k[X] = OX(X) < OX(V) S OX(U) S OX(D(f)) = k[X]f,
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wobei die Zusammensetzung dieser Homomorphismen (als Garben-Restriktion) gerade
die natuirliche Abbildung in den Quotientenring ist,

g %
Wir gehen zu den vollen Quotientenringen tiber und erhalten Injektionen’
k(X) = QKIX]) = Q(O5(X)) & Q(O5(V)) & Q(O5(U)) & Q(O5 (D)) = QkIX],)
wobel die Zusammensetzung die Gestalt
g g/l

h ™ B

gl _ gt

hat. Wir konnen den Quotienten rechts auch in der Gestalt ViR d.h. jedes
h/f

Element des Quotientenrings rechts liegt im Bild: die Zusammensetzung ist auch
surjektiv. Dann sich aber auch alle anderen Injektionen surjektiv und insbesondere die
Restriktion

QO (V) — QO ()

ein Isomorphismus.
QED.

1.8.1.2 Die rationalen Funktionen auf einer irreduziblen Varietdt

Sei X eine (nicht notwendig affine aber) irreduzible Varietit. Dann bleiben die eben im
affinen Fall bewiesenen Aussagen zumindest fur die affinen offenen Hauptmengen von
X richtig.

Fur jede nicht-leere offene Teilmenge

uC X
die k-Algebra

05(U)

der regularen Funktionen auf U ein Integritatsbereich. Fur je zwei nicht-leere offene
ineinander liegende Teilmengen U und V,

vCvCx
ist die Restriktion
OX(V) — (‘)X(U), f» fIU,

injektiv und induziert - falls U und V affine offeen Hauptmengen von X sind - einen
Isomorphismus der QuotientenkOrper.

K(V) = Q(O5 (V) — Q0 (1)) = k(U)

Weil die affinen offenen Hauptmengen von X eine Topologiebasis von X bilden, ist auf
diese Weise ist eine Garbe auf X definiert. Sie ordnet jeder offenen Menge von X
denselben Korper zu, der zu den Korpern k(U) (mit U affin und offen in X) isomorph
ist und mit

k(X)
bezeichnet wird. die Garben-Restriktionen sind identische Abbildungen. Die Elemente
von k(X) heilen rationale Funktionen auf X. Der Korper k(X) heiit Korper der
rationalen Funktionen von X oder auch rationaler Funktionenkorper von X. Die gerade
konstruierte Garbe heiflit Garbe der rationalen Funktionen auf X. Es ist eine konstante
Garbe.
Bemerkung

3 Der Ubergang zum Quotientenring ist ein exakter Funktor, iiberfuhrt also injektive in injektiv
Abbildungen.
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Ist X eine F-Varietat, so kann man den F-Quotientkorper F(X) in analoger Weise
konstruieren.

Beweis. 1.Schritt. Die Garben-Restriktionen OX(V) — OX(U), f fIU, fur nicht-
leere offene Mengen U, V mit U C V C X sind injektiv.
Die Argumente sind dieselben wie im ersten Schritt des Beweises im affinen Fall.

2. Schritt. (i) Fur jede nicht-leere offene Teilmenge U C X ist (‘)X(U) ein

Integritatsbereich.
(1) Die affinen offenen Teilmengen von X bilden eine Topologie-Basis

des topologischen Raums X.
Zu (1). 1. Fall. U eine eine affine offene Teilmenge von X.
Weil X irreduzibel ist, ist der Durchschnitt von je zwei nicht-leeren offenen Teilmengen
von X nicht-leer. Das gilt auch, wenn diese nicht-leeren offenen Mengen in U liegen,
d.h. U ist irreduzibel. Die Aussage folgt aus dem bereits behandelten Fall, dal X eine
affine irreduzible Varietit ist.
2. Fall. U ist beliebig (aber nicht leer).
Weil U nicht leer ist, gibt es eine Punkt in U, sagen wir

x € U.
Weil V eine (Pra-) Varietit ist, liegt x in einer affinen offenen Menge, sagen wir

x € V = affine offene Teilmenge von X.

Der Durchschnitt U(\V ist eine offene Teilmenge von V. Weil die offenen

Hauptmengen eine Topologie-Basis von V bilden, gibt es eine offene Hauptmenge W
von V mit

xeEWCU.

Die offene Hauptmenge W von V ist eine affine offene Teilmenge von X, d.h. nach
dem ersten Fall ist

OX(W) nullteilerfrei.
Nach dem ersten Schritt ist die Garben-Restriktion
OX(U) — (‘)X(W), f > ﬂW.
injektiv. Wir konnen OX(U) als Teilring von OX(W) betrachten. Mit OX(W) ist
deshalb auch OX(U) nullteilerfrei.

Zu (i1). Bei der Behandlung des zweien Falls von (i) haben wir gleichzeitig gezeigt,
daf} es fur jede nicht-leere offene Teilmenge U von X und einen vorgegebenen Punkt x

€ U eine affine offene Teilmenge W von X gibt mit x € W C U.
3. Schritt. Fur je zwei nicht-leere affine offene Teilmengen U und V von X mit

vCvCXx
induziert die Garben-Restriktion
OX(V) — OX(U)

einen Isomorphismus der Quotientenkorper.
Das folgt aus dem bereits behandelten affinen Fall mit V anstelle der affine irreduziblen
Varietiat X. Man beachte, es gilt OX(V) = OV(V) und OX(U) = OV(U).
4. Schritt. Konstruktion der Garbe RX: U b k(X) auf X.

Sei U eine offene Teilmenge von X und bezeichne
TU) =1{U,; 1 en

die Menge der affinen offenen Teilmengen von X, die in U enthalten sind. Wir setzen
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RU):=A{(f,), o\ E TTQUOL U, L =f wfur AUEA und WET(U) mit WCU, U }
AEA
Dann ist fur jedes uEA die Abbildung
RU) — OX(UM) k[U ] £, )5en P fM. (1

surjektiv: fur gegebenes fM und gegebenes AEA gibt es ein W € T(U) mit
w C UkﬂU

Weil die Garben-Restriktionen von OX Isomorphismen

QO (U;)) — QO (W) und QO (U )) — Q(Oy (W)
induzieren, gibt es genau ein f)» dessen Bild in Q(OX (W)) mit dem Bild von fM

ubereinstimmt.

Dieses Element fk hangt nicht von der speziellen Wahl der Menge W ab, denn fur je

zwei solche Mengen, sagen wir W und W’ und die zugehorigen Elemente fk und f’ 2

gilt
f?»'W = fu'W bzw. f )\|W’ =f M'W"
Weil die affinen offenen Teilmengen eine Topologie-Basis bilden, gibt es ein W’ET(U)

mit WCW(W’, sodaB gilt

f}»IW” fu'W” und f )»IW” =f M'W” also fXIW” =f )JW”'
Weil die Einschrankung auf W” einen Isomorphismus auf den Quotientenkorpern
induziert, folgt f7¥ =f X

Wir haben zu vorgegebenen fM eine Familie von f?» e Q(OX(UK)) gefunden, welche auf

fM abgebildet wird, vorausgesetzt die Familie liegt R(U). Zum Beweis der

Surjektivititat von (1) haben noch zu zeigen, fur je zwei A’ ,A” € A gilt f fur

K’W X”W

ein WET(U), welches ganz in U)\‘,ﬂU liegt. Nach Konstruktion gibt es Mengen W’,

}\‘7’
W”ET(U) mit
w C Uk,ﬂ UM bzw. W C U)\,,ﬂUM
und
f)ﬁ'W’ = fMIW’ bzw. f x”|W” =f MIW”'

Weil X irrduzibel ist, ist der Durchnitt W’("\W” nicht leer, und es gibt ein WET(U),

welches in diesem Durchschnitt liegt. Dann gilt aber auch

7\.’ f I und f 7»”IW =f MI , also fk lW 7»”
Damit ist die Surjektlwtat von (1) bewiesen.

Eine analoge Argumentation zeigt, daf3 alle f)\ gleich 0 sein miissen, wenn fM es ist,

d.h. (1) ist sogar bijektiv.
Fur je zwei offene Mengen U und V von X mit V C U konnen wir T(V) als Teilfamilie
TOV) = {U, }, o1
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der Familie T(U) = {U schreiben, d.h. A C A. Die Abbildung

MAEA
RU) — RV). (£); = AEA’

ist ein Homorphismus von k-Algebren und wegen der Bijektiviat der Abbildungen (1)
sogar ein Isomorphismus von Korpern. Wir erhalten auf diese Weise eine Garbe

U b RO).
Weil die Garben-Restriktionen Isomorphismen sind, konnen wir fur jedes U den

Korper R(U) mit R(X) =: k(X) identifizieren. Die Garben-Restriktionen werden so zu

identischen Abbildungen.
QED.

S (fk)

1.8.1.3 Die Dimension einer Varietdt

Sei X eine irreduzible Varietat uber k. Die Dimension von X ist definiert als der
Transzendenzgrad des rationalen Funktionenkorpers von X und wird mit
dim X :=tr. degk k(X)

bezeichnet.

Ist X reduzibel und sind Xl’ s Xm die irreduziblen Komponenten von X, so ist die

Dimension von X definiert als Maximum der Dimensionen der Komponenten von X,
dim X := max {dim Xl’ ... . dim Xm}.

Bemerkung
Ist X eine affine Varietat und ist
k[X] = k[Xl’ - Xn],

so ist dim X die Maximalzahl uber k algebraisch unabhingiger Elemente unter den
Erzeugern Xl, s Xn.

Beweis. Seien Xl"”’Xr die irreduziblen Komponenten von X. Dann gilt
I(X) = I(Xl)ﬂ...ﬂI(Xn).

Wir konnen die Reihenfolge der Xi so wahlen, daf3

d =dim X =dim Xl.
Betrachten wir die Surjektion
hik[X] — k[Xl]’ f fIXI.

Wegen k[Xl] = k[h(xl), s h(Xn)] und tr.degkk[Xl] = dim X1
h(xi) d algebraisch unabhédngige (und jeweils d+1 sind algebraisch abhangig). Wir

= d gibt es unter den

konnen die Reihenfolge der Xi so wahlen, daf3

h(xl), ..., h(x d) algebraisch unabhédngig uiber k

sind. Dann sind aber auch X Xy algebraisch unabhéngig uiber k.
Wir wihlen jetzt d+1 Elemente unter den X, , sagen wir
Xi X
1 d+1

Nach Wahl von d sind dann die Einschrankungen dieser Elemente auf Xj algebraisch
abhiangig uber k, d.h. es gibt ein Polynom

Fj € k[Tl’"' 1 - {0} mit Fj(xi oo X

T
d+l TR S B
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Wir setzen
F:= F1 Fr S k[Tl""’Td+l] {0}
Nach Konstruktion gilt dann
F(x. ,...,x. )=0
1 ld+l
in jedem Punkt von X. Wir haben gezeigt, es gibt d algebraisch unabhiangige unter den
X, und jeweils d+1 von ihnen sind algebraisch abhéngig.

QED.

1.8.2 Die Dimension echter abgeschlossener Teilvarietiten.

Seien X eine irreduzible Varietit und Y (C X eine echte abgeschlossene und irreduzible

Teilvarietat. Dann gilt dim Y < dim X.
Beweis. 1. Schritt. Reduktion auf den Fall X und Y affin,

Seiy € Y ein Punkt und U eine affine offene Teilmenge von X, die den Punkt y
enthilt. Dann ist Y[ \U eine affine offene Teilmenge von Y. Nach 1.8.1.2 gilt
k[U] = k[X] und k[Y(U] = k[Y]
also
dim U = dim X und dim Y[ U =dim Y.
Als offene Teilmengen von X und Y sind U bzw. U[( Y ebenfalls irreduzibel.
AuBerdem ist U[")Y abgeschlossen in U und auBerdem auch echt enthalten in U, denn
aus U()Y = U wiirde folgen, daB auch die AbschlieBungen in X gleich sind, d.h
Y=UNY=U=X

Die 4ufleren Gleichheitszeichen gelten, weil in einer irreduziblen Menge alle nicht-leeren
offenen Teilmengen dicht liegen. Die Gleichheit von X und Y widerspricht aber unseren

Vorausetzungen. Also ist U[)Y eine echte abgeschlossene und irreduzible Teilmenge

von U, d.h. es reicht zu zeigen dim U[)Y < dim U.

2. Schritt. Der Fall X und Y affin.
Wir schreiben
A =K[X] = k[xl,...,xn]

Der Koordinatenring von Y hat dann die Gestalt
k[Y]=A/P
mit einem Primideal P # 0 von A. Bezeichne
Y, =X mod P
die Restklasse von X, in k[Y]. Dann gilt
k[Y] = k[Xl""’Xn]'

Wir setzen
d:=dim Xunde:=dimY.
Wir konnen die Reihenfolge der X, 80 wihlen, daf3
Y algebraisch unabhéngig iiber k

sind. Dann sind auch XXy algebraisch unabhzngig uiber k.”* Deshalb gilt
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e<d.
Angenommen es gilt sogar e = d.
Weil P von 0 verschieden ist, gibt es ein von Null verschiedenes Element in P, sagen
wir
0#fEP.

Auf Grund unserer Annahme sind dann die Elemente f,x X algebraisch abhéngig

1
uber k, d.h. es gibt ein Polynom

H & k[TO""’Te] - {0} mit H(f,xl,...,xe) =0 in k[X]

Wir konnen annehmen, daf} TO kein Teiler von H ist (weil f von Null verschieden ist

und k[X] ein Integritatsbereich. Es gilt dann
H(O’Tl""’Te) S k[Tl""’Te] - {0}

Wir wenden den natiirlichen Homomorphismus A—A/P and und erhalten
H(O,yl,...,ye) =0 in k[Y].

Weil H(O’Tl""’Te) nicht das Nullpolynom ist, widerspricht dies der Wahl der
Elemente Y Ye als algebraisch unabhéngig uber k. Dieser Widerspruch zeigt, daf}

die Annahme e = d falsch sein muB, d.h. es gilt e < d, wie behauptet.
QED.

1.8.3 Dimension des Produkts irreduzibler Varietaten

Seien X und Y irreduzible Varietaten iber k. Dann gilt

dim XXY =dim X +dim Y.
Beweis. Wir im ersten Schritt des Beweises von 1.8.2 reduzieren wir auf den Fall,
daB X und Y affin sind und wahlen maximale Anzahlen algebraisch unabhangiger
Elemente

Xl’"" Xd € k[X] bzw. yl,..., ye € k[Y],

d.h.

d=dim Xunde=dimY.
Wir schreiben

k[x] := k[Xl’"" xd]

kly] = k[yl,..., ye]
und beachten, dafl k[x] und k[y] isomorph zu Polynomringen uiber k sind. Deshalb ist
K[x®, KIy] = K[x.y]

und x Y Yy sind uber k algebraisch unabhiangige Elemente von

1 X
k[x,y] = k[x]®k[y] & k[X]®kk[Y] = k[XXY]

AuBerdem ist

k(X) ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber Q(k[x]) := k(x) und

k(Y) ein endlich-dimensionaler Vektorraum uiber Q(k[y]) :=k(y),
also

k(X)®k k(Y) endlich erzeugter k(X)®kk(y)—Modul
k(X)®kk(y) endlich erzeugter k(x)@kk(y)—Modul,

zusammen also
k(X)®kk(Y) endlich erzeugter k(x) ®kk(y)—M0dul.
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Nun ist k(x)®kk(y) ein Quotientenring von k[x]®kk[y] = k[x,y], also enthalten im
Quotientenkorper k(x,y). Wir konnen also mit k(x,y) tiber k[x]®kk[y] tensorieren und

erhalten

(k(X)@kk(Y))®k 1 k(x,y) ist enlich erzeugter k(x,y)-Vektorraum.

(x]®, kly
Nun ist k(X)@kk(Y) ein Quotientenring des Integritatsbereichs (vgl. 1.5.4 (ii))
k[X]®kk[Y] = k[XXY].

Weiter ist

(k(X)®, k() k(x.y) )

XI®, kly]
ein Quotientenring von k(X)®kk(Y) und damit ein solcher von k[XXY] und damit

insbesondere nullteilerfrei. Nun sind nullteilerfreie Algebren, die als Vektorraume
endlich-dimensioinal ist selbst Korper.. Deshalb ist (1) ein Korper, enthalt k[XxY] und
ist ein Quotientenring von k[XXY]. Damit ist (1) der Quotientenkorper k(XxY) von
k[XxY], und wir haben gezeigt,

k(XxY) ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum uiber k(x,y).
Wir haben damit d+e algebraisch unabhédngige Elemente X o Xgo Yo

k(XxY) gefunden fur welche k(XxY) algebraisch uiber k(x,y)zk(x1 ey X & Y o ye)

Y, von

ist, d.h. des gilt
t1r.degk k(XxY) =d+e = tr.degkk(X) + tr.degkk(Y),

also

dim XXY =dim X +dim Y,
wie behauptet.
QED.

1.8.4 Aufgaben

Aufgabe 1

Zeigen Sie, es gilt dim A" = dim P" = n.

Beweis. Der Koordinatenring des A" ist gleich
k[AT] = k[T ...T .

Diese Ring ist nullteilerfrei, d.h. A™ ist irreduzibel und
dim A" = tr.deg, k[T ....T .
Die Ti sind algebraisch unabhangig uiber k. Unter n Elementen ist n die groftmogliche

Anzahl linear unabhéngiger, deshalb gilt nach der Bemerkung von 1.8.1.3

. n _ _
dim A" = tr.degk k[Tl""’Tn] =n.

Der Raum P% = V*(0) ist nach 1.7.5 Aufgabe 2 (ii) irreduzibel und wird nach

Definition von offenen affinen Teilmengen uberdeck die isomorph sind zum A™.
Deshalb gilt

dim P = dim A" =n.
QED.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, eine Varietat der Dimension 0 ist endlich.
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Beweis. Sei X eine Varietat der Dimension 0. Als Pravarietat ist X noethersch (vgl.
1.6.2 Aufgabe 1) und damit Vereinigung von endlich vielen irreduziblen Varietiten
(vgl. 1.6.10 Aufgabe 3). Wir konnen also annehmen,
X ist irreduzibel.

Als Pravarietat ist X quasi-kompakt (vgl. 1.6.1) und Vereinigung von affinen offenen
Teilmengen. Insbesondere wird X von endlich vielen solcher affiner offener
Teilmengen tiberdeckt. Wir konnen also zusatzlich annehmen,

X ist affin.
Nach Voraussetzung ist

0=dim X = t1r.degk k[X],

d.h. k[X] ist algebraisch uber X. Weil k algebraisch abgeschlossen ist, gilt

k[X] = k.
Nach 1.3.3 (i) gibt es eine bijektive Abbildung

X —> Specm k[X]
Die Anzahl der Punkte von X ist damit
# X =# Specm k[X] =# Specm k =# {0} = 1.

Diese Zahl ist endlich.
QED.

Aufgabe 3
Seif e k[Tl""’Tn] ein irreduzibles Polynom. Zeigen Sie die Nullstellenmenge

v(H C A"

von f ist einer (n-1)-dimensionale irreduzible Teilvarietit des A™.
Beweis. Weil k[Tl""’Tn] ein ZPE-Ring ist, sind irreduzible Elemente dasselbe wie

Primelemente, d.h. das von f erzeugte Ideal
fe k[T1 ,...,Tn]
ist ein Primideal, d.h. der Koordinatenring von
X:=V{@)
ist gleich

k[X] = k[Tl,...,Tn]/fo k[T ""’Tn] und damit ein Integrititsbereich also irreduzibel.

1
Als irreduzibles Polynom ist f nicht identisch 0, d.h. V(f) ist echt enthalten im AP Weil
A™und X irreduzibel sind, folgt
dim X < dim A" =n,

Sei
X, 1= Ti mod (f)

die Restklasse von Ti in k[X]. Jedes Polynom g € k[T "Tn] mit g(xl,...,xn) =0 ist

=
ein Vielfaches von f. Welil f irreduzibel ist, ist f keine Konstante, d.h. es kommt
mindestens eine Unbestimmte Ti in f wirklich vor. Wir wiahlen die Numerierung der Ti

so, da3 Tn in f wirklich vorkommt. Dann kommt in jedem Polynom nicht-konstanten
Polynom g mit g(xl,...,xn) = 0 die Unbestimmte Tn wirklich vor (weil dieses ein

Vielfaches von f ist). Wir haben gezeigt,
XX sind algebraisch unabhéngig.

Wegen f(xl,...,xn) =0 sind XX algebraisch abhdngig. Damit gilt

dim X =n-1
(nach der Bemerkung von 1.8.1.3).
QED.
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Aufgabe 4
Sei X eine irreduzible F-Varietit. Dann ist dim X auch der Transzendenzgrad von F(X)
uber F.
Beweis. Weil X von F-offenen affinen Teilmengen uiberdeckt wird, ist dim X gleich
der Dimension einer solchen Teilmenge. Wir konnen also annehmen, X ist affin.
Dann gilt
dim X = tr.degk k[X]

= tr.degk k®F F[X]

= tr.degF F[X].
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil jede Transzendenzbasis von F[X] uber F eine
Transzendenzbasis von k®F F[X] uber k ist (weil das Tensorprodukt mit direkten

Summen kommutiert und deshalb F-linear unabhingige Potenzprodukte beim
Tensorieren mit k in k-linear unabhéangige Protenzprodukte ibergehen).
QED.

1.9 Einige Ergebnisse uber Morphismen

1.9.1 Eigenschaften von Morphismen von affinen Varietaten
Seien ¢p: X — Y ein Morphismus affiner Varietaten und

¢*: k[Y] — k[X], f = ¢*(f) = o,
der auf den Koordinatenringen induzierte k-Algebra-Homomorphismus. Dann gelten
die folgenden Aussagen.

(1)  ¢* ist genau dann surjektiv, wenn ¢ die eine Isomorphismus gefolgt von der
naturlichen Einbettung Z < Y einer abgeschlossenen Teilvarietit ist.

(i1)  ¢* ist genau dann injektiv, wenn das Bild ¢(X) dicht liegt in Y.

(ii1) Ist X irreduzibel, so ist auch die AbschlieBung (m des Bildes von X irreduzibel,
und es gilt dim QTX) < dim X und dim @ <dimY.

(iv) Seien F ein Teilkorper von k und ¢: X — Y ein iber F definierter Morphismus

von F-Varietaten. Dann ist ¢(X) eine F-Teilvarietit von Y.
Bemerkung

Das Bild ¢p(X) ist im allgemeinen nicht abgeschlossen in X. Ist zum Beispiel
X :={(xy) € A2 xy =1}
Y= Al
und ¢ die Projektion auf die x-Achse
X —Y, XYy P X,
ist das Bild die x-Achse ohne den Ursprung,
000 =A' - (03,
also eine Menge, die nicht abgeschlossen ist.
Beweis. Zu (i). Sei ¢* surjektiv und I := Ker(¢*). Nach dem Homomorphiesatz

induziert ¢* einen Isomorphismus von k-Algebren

h:k[Y)I —s K[X] mit ¢* = hep,

wobei p: k[Y] — Kk[Y]/I den naturlichen Homomorphismus auf den Faktorring
bezeichnet.
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Weil k[ X] endlich erzeugt und reduziert ist, gilt dasselbe fur k[Y]/I, d.h. k[Y]/ ist der
Faktorring eines Polynomrings nach einem radikalten Ideal und damit selbst
Koordinatenring einer affinen Varietat

Z=V ),
(vgl. 1.3.1).Wenn wir den Faktorring k[Y]/I mit dem Koordinatenring von Z
identifizieren, wird p gerade zur Einschrankung auf die Teilvarietat Z,

p=1*:Kk[Y] = k[Y)/I =k[Z], f » f
Dabei bezeichne i die naturliche Einbettung

2=V oY
Der Isomorphismus der Koordinantenringe k[Z] und k[X] bekommt dann die Gestalt

7"

h =1p*: k[Z] — k[X]
mit einem Isomorphismus affiner Varietaten
VX —7Z
(vgl.Bemerkungen 1.4.7 (iii) und 1.4.7 (vi)). Wegen ¢* = hop =p*ei* folgt

=i X —ZS Y.
Yoo

Damit hat ¢ die behautptete Gestalt.
Sei jetzt umgekehrt ¢ ein Isomorphismus 1 gefolgt der naturlichen Einbettung einer
abgeschlossenen Teilvarieten,
q):iow:X%)ZL)Y.
i
Dann gilt nach Bemerkung 1.4.7 (vi)
O = PFoik,
wobei YP* ein Isomorphismus ist und i* eine Surjektion. Also ist ¢* surjektiv.
Zu (i1). Nach 1.1.4 (2) ist die AbschlieBung der Menge ¢(X) gleich

¢(X) = Vy,1(6(X))

und
I(¢(X)) ={fe€k[Y]If(y) =0 furjedesy € ¢(X) } (Definition von IY(?))

={f e k[Y] | f(¢(x)) =0 fur jedes x € X }
= {fek[Y] I ¢*(f)(x) =0 fur jedes x € X } (Definition von ¢*)
={fEk[Y] I ¢*(f) =0in k[X] }

= Ker(¢*)
also

P(X) = Vy (Ker(¢*)) (1
Damit gilt
o(X) liegtdichtinY & ¢X)=Y
& V(Ker(¢®) = V,(J0) (wegen (1)

&7 Ker(¢p*) =0

” Die Implikation ‘<« ist trivial, die Umkehrung ‘=’ folgt aus dem Hilbertschen Nullstellensatz
1.1.2.
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& " Ker(¢p*) =0 in k[ Y]
< ¢* ist injektiv.
Zu (iii). Die Irreduzibilitat von qTX) folgt aus 1.2.3 (i) und 1.2.3 (1)(b).
Wir betrachten ¢ als Morphismus
¢: X — q)(_X)

Dann liegt das Bild ¢(X) dicht in ¢(X), d.h. nach (i1) ist der k-Algebra-
Homomorphismus

¢*: K[(X)] — k[X]
injektiv, d.h. wir konnen k[¢(X)] als Teilalgebra von k[X] ansehen. Damit gilt

dim ¢p(X) = tr.—degk k[p(X)] (nach 1.8.1.3 weil ¢(X) irreduzibel ist)
< tr.—degk k[X] (wegen k[p(X)] € k[X])
=dim X (nach 1.8.1.3 weil X irreduzibel ist)

Damit besteht die erste Ungleichung zwischen den Dimensionen. Wir haben noch die
zweite Ungleichung zu beweisen.

Sei Y = YlLJ...LJYr die Zerlegung von Y in irreduzible Komponenten (vgl. 1.2.4).
Wegen
»(X) C Y, U..Uy,
und (]m irreduzibel, gibt es ein 1 mit
»(X) C Y.
Es reicht zu zeigen
dim ¢(X) < dim Yi

denn dann gilt auch dim ¢(X) = dim Y (vgl. 1.8.1.3). Nach 1.8.2 besteht aber sogar
die entsprechende echte Ungleichung, falls die Inklusion ¢p(X) C Yi echt ist. Falls sie

nicht echt ist, sind trivialerweise auch die Dimensionen gleich.
Zu _(iv). Wie wir im Beweis von (ii) angemerkt haben (vgl. Formel (1)) ist die
Abschliefung des Bildes gleich

$(X) = Vy (Ker(¢*))
und damit

K[¢(X)] =k[Y]/Ker(¢p*)
Man beachte der Faktorring rechts ist reduziert, weil er isomorph ist zu einem Teilring
von k[X].

Nach Voraussetzung kommt ¢: X — Y von einem Homomorphismus von F-Algebren
h: F[Y] — F[X].
Dieser induziert einen Homomorphismus von k-Algebren
h®Fk: k[Y] = F[Y] ®Fk — F[X]®Fk = k[X]
und damit den Morphismus
0= (h®Fk)#: X—Y

(vg. 1.4.9 und Bemerkung 1.4.7 (vi)). Der Homomorphismus ist Teil einer exakten
Sequenz

8 K[Y] ist als Koodinatenring reduziert.
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0 — Ker(h) — F[Y] L F[X],
also ¢* = h®Fk Teil einer exakten Sequenz
q)*
0— Ker(h)@Fk — F[Y]@Fk — F[X]@Fk.
Damit ist
Ker(¢p*) = Ker(h)@Fk.
Das die Varietat qTX) definierende Ideal Ker(¢p*) wird also von einem Ideal
Ker(h) C F[Y]
der F-Struktur von Y erzeugt. Der Koordinatenring k[¢(X)] hat somit die F-Struktur

F[¢(X)] = F[Y]/Ker(h).
QED.
Zum Beweis des Hauptergebnisses dieses Abschnitts bendtigen wir einige algebraische
Aussagen.

1.9.2 Ring-Homomorphismen mit Werten in einem Korper
Seien B ein reduzierter Ring, A C B ein Teilring, wobei B uiber A endlich erzeugt sei,
AC B=A[b

Weiter sei ein Homomorphismus

, ..., b ], B reduziert.
1 r

h: A —K

mit Werten in einem algebraisch abgeschlossenen Korper K gegeben. Wir suchen nach
Bedingungen, die sicherstellen, daf sich h auf den Ring B fortsetzen lat. Wir beginnen
mit dem Fall einfach erzeugter Ring-Erweiterungen (r = 1).

1.9.3 Fortsetzbarkeit auf einfach erzeugte Algebren

Seien B ein reduzierter Ring und A C B ein Teilring mit
B = A[b] = A[T]/L.

Sei J(I) das Ideal von A der hochsten Koeffizienten der Elemente von 1. Dann 1aBt sich
jeder Ring-Homomorphismus

h:A—K
mit Werten in einem algebraisch abgeschlossenen Korper K mit

hJD) # 0
zu einem Homomorphismus B — K fortsetzen.
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom

- [ ] [ ] m 1
f=f +f T+ +f TTEIC AT mith(f ) = 0.

Wir konnen annehmen, f ist so gewahlt, dal m den kleinstmoglichen Wert annimmt in
Bezug auf alle Polynome von I, deren hochster Koeffizient nicht im Kern von h liegt.
Weil die natiirliche Einbettung
A S B=A[B]=A[T]|/1
injektiv ist, gilt
IMNA=0. (1)

Sei h die Fortsetzung des Ring-Homomorphismus h auf die Polynomringe in der
Unbestimmten T zu einem Ring-Homomorphismus
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™~ o1l Tl
h: A[T] — K][T], ? ai T » % h(ai) T .
Wir unterscheiden zwei Falle.

1. Fall: K@) N K = {0).
Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen.

0— I — ATl — B —0
! ) !

0—s ha — hA)[T] — h(A)[TVR (D) —0
£ £ £

0— W (D+Q(h(A)T] — Q(h(A)IT] — Qh(A)TI/A (D)*Q(h(A)[T] —0

Man beachte, der untere mittelere vertikale Pfeil bezeichnet einen injektiven Ring-
Homomorphismus, weil die natirlichen Abbildung in den Quotienten-Ring

h(A) — Q(h(A))
injektiv ist, denn h(A) C K ist Teilring des Korpers K, also nullteilerfrei. Weiter ist der
rechte untere Ring nicht der Nullring, weil
i (D+Q(h(A)IT]
ein echtes Ideal des Polynomrings Q(h(A))[T] ist: andernfalls ware

1 € W (D)+Q(h(A))[T],
also

a € h (D) fur ein a € h(A) - {0}

(a 1st der Hauptnenner in der Relation davor), was unserer Annahme K(I) () K = {0)

widerspricht. Im Diagramm steht also tatsachlich rechts unten nicht der Nullring. Weil
der Korper K uber dem Teilkorper Q(h(A)) treuflach ist, bleibt dieser Ring vom
Nullring verschieden, wenn man ihn mit K uber Q(h(A)) tensoriert. Wir tensorieren die
untere Zeile des Diagramms mit K tiber Q(h(A)) und erhalten so ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen

0— I — A[T] — B —0
! ) !

0— Hhd) — hA)IT]— h@A)TYRD) —0
£ £ £

0— H(DK[T] — K[T] — K[TVhD)K[T] —0
dessen Ring rechts unten weiterhim vom Nullring verschieden ist. Das bedeutet, das
Ideal H(I)-K[T] ist ein echtes Ideal des Polynomrings K[T] uber dem algebraisch

abgeschlossenen Korper K und besitzt deshalt eine Nullstelle ¢ € K. Der Ring-
Homomorphismus

a:K[T] —» K, f(T) » f(c),
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bildet das Ideal H(I)-K[T] in die Null ab. Er faktorisiert sich deshalb uiber den Ring
rechts unten im Diagramm und fuhrt so zu einem kommutativen Diagramm mit exakten
Zeilen

0—s I — Am D B —0
| i] il
0—s H(D)+K[T] — K[T] — K[T)/R(I)-K[T] —0

! al v
K

0— 5 — K = —0
Fur x € A gilt
a(h (x)) = o(h(x)) (Definition von i und x € A)
=h(x) (o ist K-Algebra-Homomorphismus und h(x)EK),
d.h. es ist
h=ochl A

(a4

Wegen der Kommutativitat des Diagramms ist och = yofep, also

h=oach IA = y°B°pIA.
Nun ist die Einschrankung der naturlichen Surjektion A[T]—B auf A gerade die
naturliche Einbettung A & B, d.h. yof3: B — K ist gerade die gesuchte Forsetzung

von h auf B.
2. Fall: K() N K #= {0).

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, daf} dieser Fall nicht eintritt, indem
wir ihn zum Widerspruch fuhren. Sei also

0#ceEh@NK.
Dann gibt es ein Polynom
= L] L] n
g=¢g,+g T+...+gn T e1C A[T]
mit
h(go) =c¢ # O0und h(gi) =0 fur jedes i > 0.
Division von g durch f mit Rest fuhrt zu Polynomen q, r € A[T] mit

ffn-g =qef +rin A[T] und deg(r) < deg(f) = m.

Wir wenden den Homomorphismus h an und erhalten

© #)h(t )ehig) =K@+ KD+ R,

Auf der linken Seite steht eine Konstante aus K-{0}. Der erste Summand rechts ist O
oder ein Polynom vom Grade = deg(f) = m und der zweite Summand rechts hat einen
Grad < m. Wire der erste Summand rechts ungleich Null, so wurde rechts ein Polynom
vom Grad = m stehen, was nicht moglich ist angesichts der linken Seite. Deshalb ist der

erste Summand rechts gleich Null (d.h. H(q) =0)und Tf(r) ist eine von O verschiedene

Konstante von K. Wir konnen also g durch r ersetzen und auf diese Weiser erreichten,
da3
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n = deg(g) < m = deg(f)
gilt. Wir fuhren dies durch Induktion nach m zum Widerspruch.
Induktionsanfang: m = 1.

In diesem Fall ware g vom Grad O und 0 # 8y =8 € I, was im Widerspruch zu (1)

steht.
Induktionsschritt. m > 1.

Jedem Polynom p = pO+...+pS-TS € A[T] mit P, # 0 ordnen wir das Polynom

A
p(T) := TSep(T™1) = pS+...+pO-TS € A[T]

A
Wir betrachten das von den p mit pEI-{0} erzeugte Ideal

A
I:=(plpel-{0})-A[T].
Zum Beweis der Behauptung reicht es, die folgenden Aussagen zu beweisen.

A
1. INA=J:={a€AlaTEI}
2. h{J)=0,d.h. h: A — K faktorisiert sich tiber A/J und induziert so einen Ring-

A A
Homomorphismus h: A := A/J — K, amod J » h(a).

A A A A
3. B:=A[TJ/ I istein reduzierter Ring und A ein Teilring von B mit
A AA
B = A[b].

A A
4. h{J()modJ) # 0.

A A
5. Die Restklasse von g = g, t -t gO-Tn in A[T] ist ein Polynom, dessen

A
hochster Koeffizient bei h in ein von 0 verschiedenes Element und dessen ubrige
Koeffizienten in die 0 abgebildet werden,

A A
h(gomodJ) #= Oundh(gimodJ):Ofuri>0

A A A
Nach 1-4 genuigen dann namlich A, B und h den Vorausetzungen unseres Satzes,
AA
wobei nach 5 das Bild von g in A[T] and die Stelle des Polynoms f tritt. Wegen
A
deg(g) =n < m = deg(f)

konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, nach welcher wegen m > 1 eine
solche Situation nicht moglich ist. Auf Grund dieses Widerspruchs ist der hier
betrachtete zweite Fall nicht moglich, d.h. es gilt die Behauptung.

Beweisen wir also die Aussagen 1 - 5.
A

Zu 1. Die Inklusion “2D0” folgt unmittelbar aus der Definition von I. Wir haben die
umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei

A
acel)A.
Dann gibt es Polynome u el \f € A[T] mit

deg u;
a=3T (T Hev (D in AT, T = 0% AT
i -
Mit d = max {deg u o+ deg \A } folgt
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d -d+deg u; 1
a=T ? T ~ui(T )'Vi(T).
Wir ersetzen T durch T'1 und erhalten
d d-deg y; 1
a=T % T -ui(T)-Vi(T ),
also

d d-deg u; 1
as TV = ? ui(T)- T 'Vi(T yel

(wegen u € I). Es folgt (a-T)d € 1. Weil B = A[T]/I reduziert ist, ist I ein radikales

Ideal, d.h. es gilt a*T € I, also a € J. Damit ist auch die umgekehrte Inklusion
bewiesen, und es gilt Aussage 1.

Zu 2. Wiare h(J) # 0, so wiare m = 1 (wegen (1) und nach Wahl von f und m), im
Widerspruch zur Induktionsannahme m > 1.

A A A
Zu 3. Auf Grund der Definition B := A[T]/I ist B einfach erzeugt uber A, also auch
A A AA A
iiber A/I( A = A/J, und damit von der Gestalt B = A[b] mit b := Restklasse von T. Wir
A A

haben noch zu zeigen, da8 B reduziert ist. Dazu reicht es zu zeigen, das Ideal I ist

radikal. Seien also t eine naturliche Zahl und u € A[T] - {0} ein Polynom mit
A
el
Dann gibt es Polynome u el Vi € A[T] mit
deg u;
ut=3T
i
Mit d = max {deg u. + deg \f }+ tedeg(u) folgt

L] -1 L] 1 -1 = w L] V
w(T V(D in AT, T =@ AT

-d+deg u;
ut::Td?’F & Ruﬁi“lyvﬁT)
Wir ersetzen T durch T-! und erhalten
WFW:T@y#d%mey%GJL
also 1
@yt d=3 u(m)- A el
also 1

Nun ist B = A[T]/I reduziert, d.h. I ist ein radikales Ideal. Deshalb folgt
A
weT = u(T Ly.rdeg+le

also
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A
A A A A A
15@T) =1y lrl)y  (nach Definition von p)
A
A
= rdegW. 11y, (Kiirzen von T)
A
A
= Tdeg(u) (T )deg(u)u(T) (nach Definition von p)
A
Wegen deg(u) <" deg(u) folgtu € I Wir haben gezeigt, I ist tatsachlich ein radikales
A

Ideal, d.h. B ist reduziert.
Zu4und S. Wegen

g=gytg T+..+ gn-Tn eIC A[T]
gilt
n A
g=gn+...+gO-T e l.

A
Nach Definition von h und nach Wahl von g ist

A
h(g, mod ) = h(g,) # 0

A
h(g, mod J) = h(g,) = 0 fur jedes i > 0.

Damit ist 5 bewiesen.
A A

A
Wegen 29 # () ist 29 der hochste Koeffizient von g € 1, also 2o € J(I). Wegen

A
h( g, mod J) = 0

ist damit auch 4 bewiesen.
Wie bereits erwahlt gilt mit 1-5 auch die Behauptung.
QED.

1.9.4 Fortsetzbarkeit auf endlich erzeugte Algebren
Seien B ein Integritatsbereich und A C B ein Teilring, iiber welchem B endlich erzeugt

ist. Fur jedes b € B-{0} gibt es dann ein a € A-{0} derart, daf} fur jeden Ring-
Homomorphismus
¢:A—K
mit Werten in einem algebraisch abgeschlossenen Korper K mit
d(@) = 0
eine Fortsetzung von ¢ existiert zu einem Ring-Homomorphismus

$:B — K mit $(b) # 0.
Beweis. Nach Vorausetzung hat B die Gestalt
B = A[bl""’bn]'

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach n.
Induktionsanfang: n = 1.
Wir schreiben

B=Alb ]=A[T)I

" Die Ungleichung ist echt, wenn das Absolutglied von u gleich O ist.
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mit einem Ideal I C A[T].
1. Fall: I =0.
Sei

0#b= a0+a1-T o+ aS-TS € A[T] = B.

Dabei sei s so gewahlt, daf3 a_von Null verschieden ist. Wir setzen

a:=a .
S

Sei ¢:A — K ein Ring-Homomorphismus mit ¢p(a) # 0. Wir haben zu zeigen, ¢ a3t
sich fortsetzen zu einem Ring-Homomorphismus auf B, der an der Stelle b ungleich 0
ist.
Nach Wahlt von ¢ ist

@)+ d(a) T+ ..+ q)(as)-TS € K[T]
ein von Null verschiedenes Polynom tiber dem algebraisch abgeschlossenen (und damit

unendlichen) Korper. Sei ¢ € K ein Element, welches von den endlich vielen
Nullstellen dieses Polynoms verschieden.

Der Ring-Homomorphismus

$:B =AM — K 35T b 300+,
J ]
setzt ¢ fort und hat an der Stelle b den von Null verschiedenen Wert

P (b) = d(aght dla e + ...+ ¢(as)-c5

2. Fall: I # 0.
Sei
fel- {0}
ein Element minimalen Grades. Wir bezeichnen mit
a eA-{0}

den hochsten Koeffizienten von f.
Behauptung 1. f ist irreduzibel als Element von Q(A)[T].
Angenommen, { ist reduzibel, sagen wir

f=1"ef"
mit zwei Polynomen f°,f” € Q(A)[T], deren Grad kleiner ist als der von F. Durch
Multiplikation mit einer von Null verschiedenen Konstanten c € A - {0} erreichen wir,
daf} Koeffizienten der Polynome sogar in A liegen, d.h.
cef =« mit f*, £ € A[T] und deg f* < deg f, deg f” < deg f.
Damit gilt f*«f” = cef € 1. Weil B = A[T]/I ein Integritatsbereich ist, ist I ein Primideal.
Es folgt

f’Eloderf’ €1l

Das steht aber im Widerspruch dazu, dal} f ein Polynom kleinsten Grades in I - {0} sein
soll. Dieser Widerspruch zeigt, f ist irreduzibel uber Q(A), d.h. des gilt Behauptung 1.

Behauptung 2: FEin Element g € A[T] liegt genau dann in I-Aa [T], wenn es eine

1
naturliche Zahl d gibt mit

a(lig € f-A[T].
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Division von g durch f mit Rest fuhrt zu einer Relation der Gerstalt

aclig =qef + rmitq, r € A[T] mit deg r < deg f.

Liegt g in I-Aa [T], so gibt es eine natiirliche Zahl d derart, da3 acllg in I liegt. Wegen f
1

d f

in I. Wegen deg r < deg f muf} dann aber auf Grund der Minimalitit des Grades von f

das Polynom r gleich Null sein, d.h. aclig ist ein Vielfaches von f wie behauptet.
Sei umgekehrt aclig(T) = f(T)=h(T) ein Vielfaches von f. Wir setzen fur T die Nullstelle

b1 von f ein und erhalten acllg(bl) = 0, also a(ljg €1, also g € I-Aa [T]. Damit ist
1
Behauptung 2 bewiesen.

Sei h € A[T] ein Reprasentant vonb € B = A[bl] = A[T]/I. Wegen b #= 0 liegt h nicht

in I und ist insbesondere kein Vielfaches von f. Deshalb sind f und h teilerfremd in
Q(A)[T]. Deshalb gilt

uef+veh=a, in A[T] mitu, vE A[T] und a

’ e A - {0}.

2
Wir setzen

ai=a ta,
Sei ¢: A — K ein Ring-Homomorphismus mit Werten in einem algebraisch

e A - {0}.

abgeschlossenen Korper K und mit ¢(a) # 0. Wir haben zu zeigen, ¢ besitzt eine
Fortsetzung auf B, welche an der Stelle b ungleich O ist.

Wegen 0 #= ¢(a) = ¢(a1)-¢(a2) bildet ¢ den hochsten Koeffizienten a, von f € I-{0} in

1

ein von 0 verschiedenes Element von K ab. Nach 1.9.3 besitzt ¢ eine Fortsetzung zu
einen Ring-Homomorphismus

$: B — K.
Wegen
07 9@, = $(a2) (¢ setzt ¢ fort)
= $(u-f + veh mod I) (wegen B = A[TY/))
= $(V~h mod I) (wegen f € 1)
= ’(F(V mod I)e $(h mod I) ($ ist Ring-Honomorphismus)
= $(vmod D)+ §(b) (nach Wahl von h)
gilt auch
$(b) #= 0.

Induktionsschlu. n > 1.
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Mit A’ := A[bn] gilt

B=Ab ..b ]

Fur das vorgegebene Element b € B gibt es deshalb nach Induktionsvoraussetzung ein

a’€A’, sodal} jeder Homomorphismus ¢’: A’ — K mit ¢’(a’) # 0 eine Fortsetung

$:B—Kmit¢(b)=0

besitzt. Auf Grund des Induktionsanfangs gibt es zu a’ € A’ ein a € A derart, das jeder
Homomorphismus

¢: A — Kmit ¢(a) # 0
eine Fortsetzung
¢: A’ — Kmitd’@@) #= 0
besitzt. Wie gerade gesehen, besitzt diese aber eine Fortsetzung
$:B — K mit ¢ (b) = 0.
QED.

1.9.5 Eine Eigenschaft des Bildes eines Morphismus von Varietaten

Sei ¢: X — Y ein Morphismus von Varietaten. Dann enthalt ¢(X) eine nicht-leere

offene Teilmenge der AbschlieBung ¢(X).
Beweis. 1. Schritt. Reduktion auf den Fall Y affin.
Als Varietat besitzt Y eine Uberdeckung durch affine offene Teilmengen, sagen wir

Y= Ui oI Vi mit Vi affine offene Teilmenge von Y.
Wir setzen Ui = ¢'1(Vi) und

q)i = q)IUi: Ui — Vi .
Das Bild von ¢ und dessen AbschlieBung besitzen die offenen Uberdeckungen

6 = U,y 0CONV, und 6(X) = U, ¢CONV,
mit

oMV, =0 (V)

= 9(U)

Dabei ist q@ﬂvi die AbschlieBung von ¢(X)V, (= ¢(U) in V..
Falls die Behauptung in Fall Y affin gilt, gibt es fur jedes i eine offene Teilmenge

Wi = offen in q)(X)rWVi mit Wi C q)(Ui)
Da die q@ﬂvi offen sind in @, ist jedes Wi offen in qﬁ Damit ist

Uiy W, (SIU, o 0U) = 6(X)

offen in ¢p(X). Die Behauptung gilt also im allgemeinen Fall, wenn sie im Fall Y affin
gilt.

2. Schritt. Reduktion auf den Fall Y affin und irreduzibel und gleich ¢(X).
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Auf Grund des ersten Schritts konnen wir annehmen, Y ist affin. Wir haben zu zeigen,
¢(X) enthdlt eine offene Teilmenge von ¢(X). Als abgeschlossene Teilmenge der
affinen Menge Y ist ¢(X) selbst affin. Wir konnen deshalb annehmen,

Y = ¢(X).
Sei
Y = Y1 U..U YS
(1
die (unverkiuirzbare) Zerlegung in irreduzible Komponten von Y. Dann gilt
H(X) = (Ylﬂd)(X)) U..uU (Ysﬂd)(X))
2)
mit

Y00 =@y ) Y,
Ist fur ein i die Abschlieung von Yiﬂq)(X) echt in Yi enthalten, so konnen wir aus (2)

durch Ubergang zu den AbschlieBungen eine zweite Zerlegung wie in (1) erhalten,
wobei anstelle von Yi fur mindestens ein i eine echt kleinere abgeschlossene Teilmenge

von Yi stehen wurde. Das widerspricht der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible

Komponenten. Es gilt also
¢(¢'1(Yi)) = Yiﬂq)(X) =Y. fur jedes i.

Falls die Behauptung im Fall Y affin und irreduzibel gilt, so konnen wir diese auf den
Morphismus q)'l(Yi) — Yi anwenden und sehen, es gibt eine nicht-leere offene

Teilmenge Wi von Yi mit

W, C o™ (Y)).

Weil Yi irreduzibel ist, konnen wir Wi mit der nicht-leeren offenen Teilmenge

Y - (Y1 U..uU Yi—l U Yi+1 U..u YS) 3)
von Yi schneiden und erhalten wieder eine nicht-leere offene Teilmenge von Yi' Wir
konnen die Menge Wi soweit verkleinern, dafl sie ganz in der offenen Menge (3) liegt,
die sowohl offen in Yi als auch in Y ist. Damit ist Wi ebenfalls offen in Y. Die
Vereinigung
S

Uizt Wi

ist eine offene Teilmenge von Y, welche ganz in
S - S
U1 067 (Y)) = UiZ; Y,NeX) = 6(X)

liegt. Wir haben gezeigt, die Behauptung gilt im allgemeinen Fall, falls sie im Fall Y
affin und irreduzibel gilt.

3. Schritt. Reduktion auf den Fall X und Y affin und Y irreduzibel und gleich ¢(X).

Auf Grund des zweiten Schritts konnen wir annehmen, Y ist affin und irreduzibel und

gleich ¢(X).
Als Varietat besitzt X eine Uberdeckung durch affine offene Teilmengen, sagen wir
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X= Ui oI Ui mit Ui affine offene Teilmenge von X.

Als Pravarietdt ist X quasi-kompakt (vgl. 1.6.1). Deshalb konnen wir annehmen, daf3
die Uberdeckung endlich ist,

I endlich.
Es gilt
6% = U, - 0(X)
und
600 = U, 0(X) 2 6(X)
also

0X) = U, 0(X) DU, 6(X)
Weil I endlich ist, steht rechts anstelle der Inklusion sogar das Gleichheitszeichen,
600 = U, 0X) = U oy 9(X)
Weil ¢(X) =Y irreduzibel ist, gibt es ein i mit
Y = 9(X) = ¢(X,).

Falls die Behauptung im Fall X und Y affin und Y irreduzibel und gleich ¢(X) gilt, so
konnen wir diese auf den Morphismus

Xi —Y
anwenden und sehen, es gibt eine offene Teilmenge W von Y, welche ganz in
9(X) S 9(X)

liegt.
Wir haben gezeigt, die Behauptung gilt im allgemeinen Fall, wenn sie im Fall X und Y

affin und Y irreduzibel und gleich ¢(X) gilt.

4. Schritt. Reduktion auf den Fall X und Y beide affin und irreduzibel sind und Y=¢(X)
gilt.
Auf Grund des dritten Schritts konnen wir annehmen, X und Y affin sind und Y

irreduzibel und gleich ¢(X) ist.
Sei

X = XIU"'UXr
die (unverkuirzbare) Zerlegung in irreduzibel Komponenten. Dann gilt
600 = 0X PU..U ¢(X)),

also

Y = (%) = oX PU-.U 6(X).
Weil Y irreduzibel ist, gibt es ein i mit

Y = 6(X.).

Falls die Behauptung im Fall, da X und Y beide affin und irreduzibel sind und Y
gleich m gilt, so konnen wir diese auf die Einschrankung

Xi—>Y

von ¢ anwenden und sehen, daB Y eine offene Menge W enthalt mit W C ¢(Xi).
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Die Behauptung gilt also im allgemenen Fall, wenn sie im Fall gilt, dal X und Y beide
affine und irreduzibel sind und Y = qTX) ist.
5. Schritt. Beweis im Fall, da3 X und Y beide affin und irreduzibel sind und Yzqu).
Wir betrachten den durch ¢ induzierten k-Algebra-Homomorphismus

¢o*: k[Y] — Kk[X].
Weil X und Y irreduzibel sind, sind k[X] und k[ Y] Integritatsbereiche. Wegen Y= qTX)

ist ¢* injektiv (vgl. 1.9.1 (ii)). Wir konnen also k[Y] als Teilring von k[X] betrachten.
All Koordinatenring ist k[X] endlich erzeugt uiber k, also auch uber k[Y]. Wir wenden

1.9.4 mit A :=k[Y] und B := k[X] und das Element b = 1 € B. Wir sehen so, es ein

Element von Null verschiedenes Element a € A = k[Y] gibt mit der Eigenschaft, daf3
Jjeder Homomorphismus von k-Algebren

h: k[Y]—k mit h(a) = 0
eine Fortsetzung
h:k[X]—k
besitzt.
Fur jeden Punkt y € D(a) C Y ist k-Algebra-Homomorphismus

k[Y] —= k, f » f(y),

ein k-Algebra Homomorphismus, der das Element a € k[Y] in eine von O verschieden
Konstante von k abbildet. Seine Fortsetzung

k[X] — k
hat einen Kern Mx mit
MX k(Y] = My ,
d.h. es gilt
% -1 =
@) =M,
d.h.
(@) =y
(vgl. den Beweis von Bemerkung 1.4.7 (iii)). Nach Bemerkung 1.4.7 (vi)) gilt ((q)*))#
= ¢. Wir haben gezeigt, fur jeden Punkt y € D(a) C Y gibt es einen Punkt x € X mit
¢(x) =y, d.h. die offene Hauptmenge D(a) von Y = ¢(X) liegt im Bild von ¢,
D(a) & ¢(X).
QED.

1.9.6 Aufgaben

Aufgabe 1

Sei X eine Varietat. Eine Teilmenge von X heif3t lokal abgeschlossen, wenn sie
Durchschnitt einer offenen Teilmenge mit einer abgeschlossenen ist. Sie heif3t
konstruktiv, wenn sie Vereinigung von endlich vielen loakal abgeschlossenen
Teilmengen ist. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(i) Seien Z, Z’ zwei konstruktive Teilmengen von X. Dann sind auch

zUz,zNZ’, 2-Z’

konstruktiv.
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(i) Sei F C X ein abgeschlossener Unterraum von X und Z C F eine als Teilmenge
von F konstruktive Menge. Dann ist Z auch als Teilmenge von X konstruktiv.
(iii) Das Bild eines Morphismus ¢:X—Y ist eine konstruktive Teilmenge von Y

(Hinweis: man beweise die Aussage durch Induktion nach dim X und verwende
1.8.2).
(iv) Das Bild einer konstruktiven Teilmenge bei einem Morphismus ist konstruktiv.
Beweis. Zu (i). Eine Vereinigung von zwei endlichen Vereinigungen ist eine endliche

Vereinigung. Deshalb ist mit Z und Z’ auch Z|_JZ’ konstruktiv.

Bezeichne
CM) :=X-M
das Komplement einer Teilmenge M von X in X. Dann gilt

UNF-UNF =UNF N CU’NF)
=UMF (M(CU") U CF))
= UMFMNCU’) U UNFNCEF’)

=UNFENCU) U UNCE) M F
Sind U,U’ offen und F, F’ abgeschlossen in X, so beschreibt der letzte Ausdruck eine
Vereinigung von zwei konstruktiven Mengen, also eine konstruktive Menge. Damit ist
auch die Differenz Z-Z’ zweier konstruktiver Mengen Z,Z’ konstruktiv.
Speziell fur Z = X sehen wir, das Komplement einer konstruktiven Menge ist
konstruktiv.
Dann ist aber auch

Z(Z =C(C@)MNCZ)
konstruktiv.
Zu (i1). Nach Voraussetzung hat Z die Gestalt

Zz=FMNVpU..UEMNV)
mit abgeschlossenen Teilmengen Fi von F und in F offenen Teilmengen Vi' Nach

Definition der Unterraum-Topologie haben die Vi die Gestalt
Vi = Ui () F mit Ui offen in X.
Damit gilt fur jedes i,
FiﬂViz Fiﬂ Ui N F
= Fiﬂ Ui (wegen Fi Cp
d.h. die Mengen FiﬁVi sind lokal abgeschlossen in X und deren Vereinigung damit

konstruktiv.
Zu (iii). 1. Schritt. Reduktion auf den Fall Y irreduzibel.

Sei
Y=y, U..UY,

die Zerlegung von Y in irreduzible Komponenten (vgl. 1.6.2 (1) und 1.2.4).
Falls die Behauptung im Fall Y irreduzibel gilt, so konnen wir die Aussage auf die
Einschrankung

d.: X. — Y.
i i
von ¢ auf die abgechlossene Teilvarietit Xi = ¢'1(Yi) anwenden. Das Bild von q)i,

6.(X) = ()
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ist dann eine konstruktive Teilmenge von Yi und damit nach (ii) auch von Y. Dann ist
aber
n
®(X) = Ui=1 q)i(Xi)

eine konstruktive Teilmenge von Y (nach (i)). Wir haben gezeigt, gilt die Behauptung
im Fall Y irreduzibel, so gilt sie allgemein.

2. Schritt. Reduktion auf den Fall Y = ¢(X).
Wir betrachten ¢ als Abbildung

o: X — (I)(_X)

mit Werten in der abgeschlossenen Teilvarietat ¢p(X). Falls die Behauptung in dieser

Situation gilt, ist ¢(X) eine konstruktive Teilmenge von ¢(X). Nach (ii) ist ¢(X) dann
aber auch kontruktiv als Teilmenge von Y.

Wir haben gezeigt, gilt die Behauptung im Spezialfall Y = ¢(X), so gilt sie allgemein.
3. Schritt. Abschlufl des Beweises.
Wir fuhren den weiteren Beweis durch Induktion nach der Dimension von Y.
Induktionsanfang. dim Y = 0.
Nach den ersten beiden Schritten konnen wir annehmen, Y ist irreduzibel. Fur jede
(nicht-leere) affine offene Teilmenge U von Y gilt dann

O0=dimY =tr. degk k(Y) =tr. degk k(U),

d.h. k(U) ist ein algebraische Korpererweiterung von k. Weil k algebraisch
abgeschlossen ist, folgt k(U) =k, also

k C k[U]C k(U) =k
also k[U] = k. Damit hat k[U] nur ein maximales Ideal, d.h. U besteht aus nur einem

Punkt. Wir haben gezeigt, jede affine offene Teilmenge von U besteht aus nur einem
Punkt. Da jeder Punkt eine affine offene Umgebung besitzt, ist damit jede einpunktige
Menge von Y offen. Insbesondere ist ¢(X) offen in Y, also auch konstruktiv.
Bemerkkung.

Die Topologie von Y ist die diskrete Topologie. Eine Teilmenge, die aus mehr als einen
Punkt besteht ist dann aber reduzibel, d.h. Y besteht aus nur einem Punkt.
Induktionsschritt. dim Y > 0.

Nach dem ersten Schritt konnen wir annehmen, Y ist irreduzibel, und nach dem zweiten
zusatzlich, dal} gilt

Y = ¢(X).
Nach 1.9.5 gibt es eine nicht-leere offene Teilmeng U C Y mit U C ¢p(X). Es folgt

oX)=U U (¢X) - U).
Als offen Menge ist U konstruktiv. Nach (i) reicht es zu zeigen, dafl die Menge

oX)-U =X -¢7' ()
konstruktiv ist als Teilmenge von Y.
Weil U offen istin Y ist qﬁ - U abgeschlossen in Y. Mit ¢(X) - U C qﬁ - U gilt
deshalb auch
dX)-U C ¢(X)-U
Weil U eine nicht-leere offene Teilmenge von ¢(X) (also auch von (]TX)) ist, mufy
(X)-U echte abgeschlossene Teilmenge von QTX) =Y

sein. Weil Y irreduzibel ist, hat damit jede irreduzible Komponente von ¢(X)-U eine
echt kleinere Dimension als Y (nach 1.8.2),

dim Z < dim Y fur jede irreduzible Komponente von ¢(X)-U
Dann gilt aber auch
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dim ¢(X)-U <dim Y
(vgl. 1.8.1.3). Wir konnen deshalb die Induktionsvoraussetzung auf die
Einschrankung

¢ X -7 (U) = XU

von ¢ auf die abgeschlossene Teilvarietit X - ¢'1(U) anwenden. Nach
Induktionsvoraussetzung ist

o' X -9 (U)= X - 471 (U) = 9(X) - U
eine konstruktive Teilmenge von ¢(X)-U und nach (ii) damit auch eine konstruktive
Teilmenge von Y.

Zusammen erhalten wir, p(X) = U | (¢(X) - U) ist konstruktiv in Y.

Zu (1v). Seien ¢: X — Y ein Morphismus und Z eine konstruktive Teilmenge von X,
d.h.

z=FNUpU..UE NU)
mit Ui offen in X und Fi abgeschlossen in X. Dann gilt

02 =¢F NUPU .. UdE NU ).
Nach (i) reicht es zuzeigen, daf} q)(UiﬂFi) konstruktiv ist in Y. Diese Menge ist aber

gerade das Bild der Zusammensetzung

UiﬂFiQUiQXiY

von ¢ mit der naturlichen Einbettung der offenen Teilvarietat Ui von X mit der

natiirlichen Einbettung der abgeschlossenen Teilvarietat UiﬂFi von Ui' Nach (iii) ist

dieses Bild konstruktiv.
QED.

Aufgabe 2

(1)  Seien F ein Korper und E eine Korpererweiterung von F, welcher als F-Algebra
endlich erzeugt ist. Dann ist E eine endliche algebraische Erweiterung von F
(Hinweis: man verwende 1.9.4).

(i1)  Seien F ein Korper und M ein maximales Ideal des Polynomrings

S = F[Tl,...,Tn].

Dann ist S/M eine endliche algebraische Erweiterung von F.

(iii) Sei I ein Ideal von S. Dann ist das Radikal \ﬁ gleich dem Durchschnitt der
maximalen Ideale von S, welche das Ideal I enthalten (Hinweis: Sei f ein von 0

verschiedenes Element in diesem Durchschnitt und sei f die Restklasse von f in
S/1. Zeigen Sie (S/I)? =0).
(iv) Beweisen Sie den Nullstellensatz 1.1.2 (man beachte, der Beweis von 1.9.4
verwendet keine Ergebnisse der vorangehenden Abschnitte).
Beweis. Zu (i). Wir wenden 1.9.4 anmit A=F, B=E, b =1 und ¢ die naturliche
Einbettung
¢:FS K

in die algebraische AbschlieBung K von F. Wegen ¢(b) #= 0 gibt es dann eine
Fortsetzung

$:E—K
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von ¢ auf B. Weil E in Korper ist, muf3 der Kern von $ trivial sein, d.h. H; ist injektiv.
Wir konnen E mit einem Teilkorper von K identifizieren. Weil jedes Element von K
algebaisch ist uber F, gilt dasselbe auch fur die Elemente von E. Als endlich erzeugte
algebraischse Erweiterung von F ist E sogar endlich uber F.
Zu (ii). Als Algebra uiber F ist

S/M = F[Tl""’Tn]/M

endlich erzeugt. Weil M ein maximales Ideal ist, ist S/M ein Korper. Nach (i) ist S'M
eine endliche algebraische Erweiterung.

Zu (iii). Sei
J:=M{pESpecm(S) I T p }.
der Durchschnitt aller maximalen Ideale, welche das Ideal I vollstangig enthalten. Wir
haben zu zeigen
Vi=1.

Beweis von “C_".
Sei f €4/I. Dann gibt es eine natiirliche Zahl s mit f> € 1. Fur jedes Primoberideal p von
I gilt dann f* € p, also f € p. Also liegt f im Durchschnitt dieser Primoberideale. Also
erst recht im Durchschnitt der maximalen Ideale unter ihnen. Wir haben gezeigt, VIC .
Beweis von “_ .

Sei f € J. Wir haben zu zeigen f € /L. Dazu reicht es zu zeigen,
(S 7= 0 (1)

ist der Null-Ring, denn dann gilt

1 0.
T: Tln (S/I)? s

d.h. es gibt eine naturliche Zahl i mit .
_ 0=0=fle(1e1-10) = f1,
d.h. f' €1, also f E4I.

Beweisen wir also (1). Angenommen (1) ist falsch. Dann besitzt die F-Algbra
(SN =
f

ein maximales Ideal, sagen wir
me Specm (S/1) T
Wir bezeichnen mit
Pp:S — S/Tund i: S/T — (S/I)?
die naturliche Abbildung auf den Faktorring bzw. die naturliche Abbildung in den
Quotientenring. Weiter setzen wir
m =i 1(m) und m := p”L(m).
Dann induzieren p und i injektive F-Algebra-Homomorphismen

S/m < (S/I)/m und (S/T)/m < (Syz/ m )

Die Zusammensetzung surjektiver F-Algebra-Homomorphismen

F[T,,..T_ ]—» (S/I)[Tn+1] —CP»(S/I) T (S/D T /m

1’ "n+l
mit cp(p(Tn+1)) = p(1/f) induziert einen Isomorphismus
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F[T .,Tn+1]/M—> (S/I)?/m, 3)

1

wobei M den Kern dieser Surjektion bezeichne. Weil m ein maximales Ideal ist, steht
rechts ein Korper, also auch links, d.h. M ist ein maximales Ideal des Polynomrings

lber F in den Unbestimmten Tl""’Tn+1' Nach (ii) steht rechts eine endliche

algebraische Korpererweiterung von F (also insbesondere ein endlich-dimensionaler F-
Vektorraum). Auf Grund der Injektionen (2) ist die F-Algbra S/m als F-Vektorraum
auch endlich-dimensional und als Teilalgebra des Korpers (3) nullteilerfrei. Damit ist
aber auch S/m ein Korper, also m ein maximales Ideal von S. Nach Konstruktion gilt

I1C m,

Nun liegt f in jedem maximalen Ideal, welches I enthalt:
fem=plm).

Es folgt

f=phEm=ilm
also

i@eEg@m?

Nun ist i(?) eine Einheit von (S/I) =, kann also unmoglich im maximalen Ideal m
liegen. Dieser Widerspruch zeigt, da3 unser Annahme falsch ist und (S/I) T der

Nullring sein muB.
Zu (iv). Es reicht 1.1.2 (i) zu beweisen.
1. Schritt. Jedes maximale Ideal p von S = k[Tl’ s Tn] hat die Gestalt

p:(Tl—cl,...,Tn—cn)mltciek.

Fur jedes maximale Ideal p von S ist nach (iii) die Faktoralgebra S/p eine endliche
algebraische Erweiterung von k und - weil k algebraisch abgeschlossen ist - ist die
natuirliche Einbettung von k in den Faktorring S/p ein Isomorphismus,

k:S/p,c ¢ mod p.
Insbesondere gibt es fur jedes Ti € S ein ; € k mit

Ti mod p = ¢ mod p,

d.h. Ti -C € p. Damit liegt das von Ti -C erzeugte Idealganz in p. Weil die Ti -C ein
maximales Ideal erzeugen, folgt
p=(T1 —c1 ,...,Tn—cn).
2. Schritt. Fur jedes echte Ideal I C k[T] gilt V(I) = .
Ist I ein echtes Ideal, so gibt es ein maximales Ideal p von k[T] mit
Igp:(T1 - ¢ ,...,Tn—cn).
Die Elemente von I sind deshalb an der Stelle (c1 s e s cn) gleich Null, d.h. es gilt

(c1 s s Cn) € V(D).

Insbesondere ist V(I) nicht leer.

3. Schritt. Ist V(I) # O, so ist das Ideal I echt.
Das gilt trivialerweise, weil die konstante Funktion 1 an keiner Stelle den Wert O hat.
QED.
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Anmerkungen zum ersten Kapitel

Das erste Kapitel enthalt Standard-Material der algebraischen Geoemetrie und erfordert
kaum einen Kommetar. Wir haben die Definition der algebraischen Varietaten uber
einem Grundkorper, der nicht algebraisch abgeschlossen ist, hinzugefugt sowie einige
einfache Ergebnissen zu solchen Varietiten. Tieferliegende Ergebnissen dazu finden
sich in Kapitel 11. In einer alternativen Terminologie sind unsere algebraischen
Varietaten Schemata endlichen Typs uber einem Korper, die absolut reduziert sind.
Mehr zur algebraischen Geometrie findet man im Buch von Hartshorne [1] oder in den
Notizen von Mumford [2].

In Abschnitt 1.4 haben wir nur Garben von Funktionen eingefithrt. Allgemeinere
Garben haben wir nicht diskutiert, da wir sie im folgenden nicht brauchen.
Allgemeineres zur Garbentheorie kann man im Buch von Godement [1] finden.

In der Literatur wird 1.9.4 oft mit Hilfe von Bewertungen bewiesen. Wir haben eine
elementare Herangehensweise gewahlt, die zurickgeht auf Chevalley und Weil [3, p.

30-31]. Aussage 1.9.3 werden wir auch in 5.2 verwenden.
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